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Trigonométrie

I. Introdution

Le but de e hapitre est double :

• tout d'abord, vous permettre d'aquérir les formules de trigonométrie, outil

indispensable dans les premières années du supérieur, mais surtout vous mon-

trer omment les assimiler et les onnaître de façon sûre sans les apprendre

par ÷ur mais en ayant les moyens de pallier toute défaillane de la mémoire

grâe au développement d'un ertain nombre d'automatismes ;

• ensuite, vous montrer à l'aide de et exemple omment vous pouvez, en �n

de seondaire, faire évoluer vos méthodes d'apprentissage de façon à aborder

dans de meilleures onditions le ho de l'enseignement supérieur.

Premières remarques

• Ces formules ne doivent pas être seulement apprises par ÷ur.

• Il ne faut pas roire non plus qu'il su�t de pouvoir en onsulter une liste dans

un quelonque formulaire ou dans la mémoire de sa alulette. Qui oserait

a�rmer qu'il est inutile d'apprendre le ode de la route et qu'il su�t d'en

avoir un exemplaire à portée de main pour le onsulter lorsque le besoin s'en

fait sentir ?

• Il faut en apprendre le minimum et posséder le moyen de toutes les retrouver

immédiatement par des onsidérations élémentaires. Il y a dans e hapitre

quelques reettes pour vous aider à assimiler es formules, mais les meilleures

seront elles que vous trouverez par vous�même et qui vous paraîtront don

les plus naturelles.

∗ Petite évidene : il ne s'agit pas d'apprendre es reettes par ÷ur, e qui

ne ferait que déplaer le problème ! Vous devez assimiler la démarhe à

fore d'utilisations, e qui sera le as si vous faites l'e�ort (e qui ne paraît

pas évident au début) de re-ré�éhir les formules à haque utilisation, en

partiulier déjà lors de l'étude de e hapitre.

∗ Ces reettes sont parfois redondantes : ela vous permettra évidemment

de hoisir elles qui vous onviennent le mieux ; mais, d'une façon gé-

nérale, 'est une bonne politique que de multiplier les � instruments de

ontr�le �.
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I. Introdution 3

• Le meilleur moyen d'obtenir une formule exate est de onnaître sa forme

générale et, parmi les formules similaires, de savoir éliminer rapidement elles

qui ne onviennent pas.

• Le fait de re-ré�éhir une formule à haque fois que l'on en a besoin peut

paraître onstituer une � intolérable perte de temps et d'énergie � mais ela

permet, à fore d'utilisations répétées, de bien anrer les quelques relations

indispensables et surtout d'assurer l'ensemble des formules.

• Cette méthode peut à première vue paraître moins sûre qu'un apprentissage

par ÷ur, et il est évident que sa mise en ÷uvre provoquera, au début, des

erreurs que vous n'auriez pas ommises si vous aviez appris es formules par

÷ur ou si vous étiez allés voir dans un formulaire. Dites-vous bien qu'il en a

été de même lorsque vous avez ommené à marher : avant, vous rampiez ou

vous marhiez à quatre pattes, le premier jour où vous avez essayé de marher

seulement sur vos deux jambes, vous êtes tombé, et e ne fut ertainement pas

la seule fois. Toutefois vous avez persévéré et, aujourd'hui, la position vertiale

vous semble aller de soi : 'est à la même démarhe que je vous onvie en e

qui onerne l'apprentissage des mathématiques.

Cet exposé part volontairement du niveau élémentaire pour montrer omment les

ontenus vus dans les lasses suessives se omplètent en généralisant les notions

vues dans les lasses antérieures.

Comment travailler e hapitre ?

Comme vous pourrez vous en rendre ompte, l'exposé qui suit est tru�é d'exeries,

ertains vous permettant de tester votre niveau d'assimilation de e que vous êtes en

train de lire, d'autres onsistant en des questions anodines attirant votre attention

sur tel ou tel point de e qui préède. Il est essentiel de les traiter au �l de la leture

et de ne pas avoir peur d'y � perdre du temps �. C'est ainsi que vous assimilerez en

profondeur le ontenu de e hapitre.

Avant de ommener !

Vous pouvez lire ou relire <l'introdution> qui explique le but de e travail.

Si néessaire, voir aussi le <mode d'emploi> pour les liens <www>.
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 4

II. Dé�nitions � Formules fondamentales

Les fontions sin (sinus), cos (osinus) ont une représentation naturelle à l'aide du

erle trigonométrique ou d'un triangle retangle. On � voit � ainsi immédiatement

de tête (mais il n'est pas honteux au début de faire un dessin) ertaines propriétés

de es fontions. Il serait dommage de s'en priver !

Il en est de même de la fontion tan (tangente) qui n'est pas au programme de

Terminale mais que nous allons quand-même introduire dans e hapitre.

1. Le erle trigonométrique (indispensable)

Dans e qui suit,

• le plan est rapporté à un repère orthonormé diret (O,~ı,~), les axes (0,~ı)

et (0, ~) étant aussi respetivement notés Ox et Oy ;

• le erle trigonométrique est le erle Γ de entre O et de rayon 1, que l'on

oriente dans le sens inverse des aiguilles d'une montre ;

• A est le point du plan de oordonnées (1, 0).

Ainsi,

• pour tout θ ∈ R il existe un unique Mθ ∈ Γ
tel que θ soit une mesure en radians de l'angle

orienté

̂(

Ox,
−−−→
OMθ

)

, e que nous érirons plus

rapidement

̂(

Ox,
−−−→
OMθ

)

= θ ;
O x

y

A

B

C

D

Mθ

θ

• on peut don dé�nir une appliation, qui à

tout réel θ assoie le point Mθ, appliation

que nous noterons dans toute la suite :

Φ : R → Γ
θ 7→ Φ(θ) = Mθ

;

• étant donné que la longueur de l'ar AMθ est proportionnelle à la mesure de

l'angle géométrique AOMθ et que le périmètre de Γ vaut 2 π, on a évidemment

la relation Φ(2 π) = Φ(−2 π) = A et don plus généralement :

∀k ∈ Z Φ(2 k π) = A

ainsi que :

∀θ ∈ R ∀k ∈ Z Φ(θ + 2 k π) = Φ(θ),

e qui entraîne que la fontion Φ est périodique et que 2 π en est une période ;

• pour tout θ ∈ ]−2π, 2 π[, l'ar AMθ a pour longueur |θ|.

Remarque Comme i-dessus, l'utilisation de lettres greques telles que Γ (Gamma),

θ (theta), Φ (phi), . . ., est ourante en mathématiques ; si vous n'êtes pas familier

ave l'alphabet gre, je vous onseille de visiter <e site>
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 5

Nous admettrons les résultats suivants, évidents sur le dessin, mais que nous ne

pouvons pas justi�er à e niveau.

Proposition 1 (admis)

• Pour tout M ∈ Γ, il existe θ ∈ R tel que M = Φ(θ), e qui s'érit aussi :

∀M ∈ Γ ∃θ ∈ R M = Φ(θ).

• Si θ1 ∈ R et θ2 ∈ R, alors on a Mθ1 = Mθ2 , ou enore Φ(θ1) = Φ(θ2), si, et
seulement si, il existe k ∈ Z tel que θ2 − θ1 = 2 k π, e qui s'érit enore :

Φ(θ1) = Φ(θ2)⇐⇒ ∃k ∈ Z θ2 − θ1 = 2 k π.

Dans la suite de e hapitre, toutes les mesures d'angles seront données en radians

mais, dans ertains domaines, on mesure les angles en degrés ; es diverses mesures

étant proportionnelles, il est aisé de onvertir.

Toutefois, les orrespondanes du tableau suivant doivent tenir du ré�exe :

Mesure en radians π π
2

π
3

π
4

π
6

Mesure en degrés 180 90 60 45 30

Exemples Ave les notations de la �gure i-ontre :

• les réels θ = π
2
et θ = −3π

2
sont des

solutions de l'équation Φ(θ) = B ;

• l'ensemble des nombres réels solutions

de l'équation Φ(θ) = B est :

{π

2
+ 2 k π ; k ∈ Z

}

.

O x

y

A

B

C

D

Mθ

θ

Ex 1 :www Donner les solutions de l'équation Φ(θ) = C.

p.28

Ex 2 :www Donner les solutions de l'équation Φ(θ) = D.

p.28

Ex 3 : Plaer sur Γ les points Φ(π4 ), Φ(
5π
4 ), Φ(9π4 ). p.28

Ex 4 : Plaer d'autres points de façon interative <liquer ii>

2. Modulo

Dans ette partie on désigne par θ0, θ1 et θ2 trois nombres réels.

On a vu que l'on a Φ(θ1) = Φ(θ2) si, et seulement si :

∃k ∈ Z θ2 − θ1 = 2 k π.
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 6

C'est un as partiulier de la dé�nition suivante.

Dé�nition 1

On dit que θ1 est ongru à θ2 modulo θ0 si, et seulement si :

il existe k ∈ Z tel que θ2 − θ1 = k θ0.

Notations

• La relation � θ1 est ongru à θ2 modulo θ0 � se note θ1 ≡ θ2 [θ0].

• Sa négation se note θ1 6≡ θ2 [θ0].

Exemple Ave ette nouvelle notation, on peut don érire :

Φ(θ1) = Φ(θ2)⇐⇒ θ1 ≡ θ2 [2 π].

Ex 5 :www Déterminer les réels θ véri�ant : 3 θ + π ≡ 2θ − π
3

[

π
2

]

·
Préiser ombien ela donne d'images sur le erle trigonométrique.

p.28

Méthode Souvent en trigonométrie on doit résoudre des � équations modulo � où

il faut diviser haun des membres par un nombre, et la grande question est alors de

savoir � s'il faut ou non diviser le modulo �. C'est évidemment une fausse question

et, pour éviter toute angoisse, il su�t, omme souvent, de se ramener à la dé�nition,

en transformant

• une relation du type θ1 ≡ θ2 [θ0]

• en une relation du type � il existe k ∈ Z tel que θ2 − θ1 = k θ0 �

omme on peut le voir dans la orretion de l'exerie suivant.

Après quelques utilisations de e méanisme, on sait � s'il faut ou non diviser � ou

� pourquoi il faut diviser �, et l'on peut sans problème sauter ette étape.

Ex 6 :www Déterminer les réels θ véri�ant : 3 θ + π ≡ −
(

2θ − π

3

) [π

2

]

·

Préiser ombien ela donne d'images sur le erle trigonométrique.

p.29

3. Sinus, osinus (et tangente)

a) Dé�nition à l'aide d'un triangle retangle

La première dé�nition que vous avez vue

du sinus et du osinus utilise les angles

d'un triangle retangle.

Plus préisément ave les notations de la

�gure i-ontre, où :

U V

W

θ

• UVW est un triangle retangle en V ,
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 7

• θ est la mesure de l'angle géométrique V UW
(

on a don 0 < θ < π
2

)

,

on pose alors :

cos θ =
UV

UW
=

�té adjaent

hypoténuse

et sin θ =
VW

UW
=

�té opposé

hypoténuse

·

Cohérene des dé�nitions préédentes

Soit θ un réel donné. Si UVW et U ′V ′W ′
sont deux

triangles retangles en V et V ′
, tels que θ soit la

mesure des angles géométriques V UW et V ′U ′W ′
,

alors es triangles sont semblables (ou enore ho-

mothétiques, voire de même forme) et l'on a don :

UV

UW
=

U ′V ′

U ′W ′
et

VW

UW
=

V ′W ′

U ′W ′
·

On en déduit la ohérene des dé�nitions préé-

dentes puisque les rapports utilisés ne dépendent

pas du triangle mais seulement de la valeur de θ.

U

V

W

θ

U ′

V ′

W ′

θ

Premières relations Comme la somme des mesures angles géométriques V UW

et UWV vaut

π

2
, il est immédiat que, pour tout θ ∈ ]0, π

2
[, on a :

cos
(π

2
− θ

)

= sin θ et sin
(π

2
− θ

)

= cos θ.

Culture générale Deux angles ou (deux ars) dont la somme des mesures vaut

π

2
sont appelés omplémentaires.

Ex 7 :www Donner les valeurs des fontions cos et sin en

π
6 et

π
3 · p.30

Ex 8 :www Donner de même les valeurs des fontions cos et sin en

π
4 · p.30

Remarque Ave la dé�nition préédente, on dispose don de deux fontions réelles

d'une variable réelle dé�nies sur l'intervalle ]0, π
2
[ et à valeurs dans [0, 1] puisque dans

un triangle retangle, la longueur de haque �té est inférieure à elle de l'hypoténuse.
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 8

En prenant deux triangles retangles de

même hypoténuse (UW = UW ′
) omme sur

la �gure i-ontre, on voit que si :

0 < θ 6 θ′ <
π

2
,

alors on a :

cos θ > cos θ′ et sin θ 6 sin θ′.

Autrement dit, sur l'intervalle ]0, π
2
[,

• la fontion cos est déroissante ;

• la fontion sin est roissante.

U = U ′ V

W

θ

V ′

W ′

θ′

Un peu de hors-programme : la fontion tangente

Ave les notations préédentes (f. �gure i-ontre),

pour tout θ ∈ ]0, π
2
[, on pose :

tan θ =
�té opposé

�té adjaent

=
VW

UV
=

sin θ

cos θ
·

On dispose ainsi d'une fontion à valeurs réelles dé�-

nie sur l'intervalle ]0, π
2
[. C'est la fontion tangente.

U V

W

θ

Il est alors immédiat que, pour tout θ ∈ ]0, π
2
[, on a :

tan
(π

2
− θ

)

=
1

tan θ
·

Ex 9 :www Donner les valeurs de la fontion tan en

π
6 et

π
3 · p.30

Ex 10 :www Donner de même tan π
4 · p.30

Ex 11 : Justi�er à l'aide d'un dessin que la fontion tan est roissante sur ]0, π2 [· p.31

Ex 12 :www En déduire une autre méthode pour retrouver les valeurs tan π
6 et tan π

3 · p.31
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II. D �e�nitions { Formules fondamentales 9

b) Dé�nition à l'aide du erle trigonométrique

Vous avez ensuite vu une dé�nition plus omplète

de es fontions à l'aide du erle trigonométrique.

Soit θ ∈ R et Mθ = Φ(θ), e qui signi�e que Mθ

est le point du erle trigonométrique Γ tel que :

̂(

Ox,
−−−→
OMθ

)

= θ.

On appelle alors :

• cos θ l'absisse du point Mθ ;

• sin θ l'ordonnée point Mθ.

O x

y

A

cos θ

sin θ
Mθ

θ

Ex 13 :www Véri�er qu'il s'agit bien d'une généralisation de la première dé�nition de es

fontions trigonométriques.

p.31

Ex 14 : Donner les valeurs en ±π
2 , ±π, ±3π

2 des fontions sinus et osinus.

p.31

Comme Mθ est est sur Γ, on en déduit la relation fondamentale :

∀θ ∈ R sin2 θ + cos2 θ = 1.

Ex 15 : Justi�er la relation fondamentale i-dessus.

p.32

Remarques

• On dispose ainsi de deux fontions réelles d'une variable réelle, les fontions

sin et cos, dé�nies sur R et à valeurs dans [−1, 1].
• Comme la fontion Φ : R −→ Γ

θ 7−→ Mθ

est de période 2 π (f. page 4), il est

immédiat que es fontions sont aussi de période 2 π.

• En�n, une propriété importante : pour tout ouple (x, y) de nombres réels

véri�ant x2 + y2 = 1, il existe (au moins) un réel θ tel que :

cos θ = x et sin θ = y.

C'est une onséquene direte du premier point de la proposition 1 de la page 5,

puisque si x2 + y2 = 1, alors le point M(x, y) appartient au erle Γ.

Une justi�ation rigoureuse direte de ette propriété peut se faire à l'aide de

résultats onernant la ontinuité, mais ela sort du adre de et exposé.

Ex 16 :www En utilisant le erle trigonométrique, dire si les fontions sin et cos sont positives
sur haun des intervalles suivants :

p.32

I1 = [0, π] I2 = [−π, π] I3 =
[

−π

2
,
π

2

]

·
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Ex 17 :www Soit x ∈
[

−π
2 ,

π
2

]

véri�ant cos x = 1
3 · Que vaut sinx ? p.33

Ex 18 : En utilisant le erle trigonométrique, dire si les fontions sin et cos sont mono-

tones sur haun des intervalles suivants :

I1 = [0, π] I2 = [−π, π] I3 =
[

−π

2
,
π

2

]

· p.33

Ex 19 : Visualisation dynamique (en ligne) de la monotonie ou non des fontions sinus

et osinus sur [0, π] <liquer ii>

On peut maintenant généraliser la fontion tangente vue à la page 8.

Dé�nition 2

Pour tout réel θ 6≡ π

2
[π], on pose tan θ =

sin θ

cos θ
·

Remarque La dé�nition préédente peut enore s'érire :

∀θ ∈ R \
{

π
2
+ k π ; k ∈ Z

}

tan θ =
sin θ

cos θ
·

Rappelons que � \ � permet d'érire une di�érene ensembliste : si E et F sont deux

ensembles, alors E \ F est l'ensemble des éléments x ∈ E tels que x /∈ F .

Ex 20 : Pourquoi dans la dé�nition de tan θ impose-t-on θ 6≡ π
2 [π] ? p.34

On peut aussi visualiser les valeurs de la fon-

tion tangente à l'aide du erle trigonométrique,

et il ne faut surtout pas s'en priver.

Si l'on désigne par Rθ le point d'intersetion de

la droite (OMθ) ave l'axe (A,~), alors tan θ est
l'absisse de Rθ sur et axe (A,~).

On peut enore énoner e résultat en disant

que les oordonnées de Rθ sont (1, tan θ).

O x

y y

A

RθMθ

θ

Ex 21 :www Justi�er la valeur des oordonnées du point Rθ. p.34

Cette représentation de tan θ à l'aide l'absisse de Rθ permet de omprendre pour-

quoi l'on peut a�rmer que :

∀y ∈ R ∃θ ∈
]

−π
2
,
π

2

[

y = tan θ.

Une justi�ation rigoureuse de ette a�rmation peut se faire à l'aide de résultats

onernant la ontinuité, e qui sort du adre de et exposé.

Ex 22 : En utilisant le erle trigonométrique, dire quels sont les réels θ véri�ant :

tan θ = 0. p.34
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Ex 23 : En utilisant le erle trigonométrique, dire si la fontion tan est monotone sur

haun des intervalles suivants :

I1 = [0, π] I2 =
]

−π

2
,
π

2

[

I3 =
]π

2
,
3π

2

[

· p.34

Ex 24 : Visualisation dynamique (en ligne) de la monotonie ou non de la fontion tan-

gente sur ertains domaines. <liquer ii>

Pente d'une droite et angle ave Ox

Le plan étant toujours rapporté au repère or-

thonormé (O,~ı,~), on onsidère une droite D
d'équation y = mx où m est un réel donné.

Désignons par θ une mesure de l'angle orienté

de droites

̂(Ox,D). Une telle mesure est dé�nie

modulo π, et omme D oupe la droite d'équa-

tion x = 1 au point R(1, m), une omparaison

ave la �gure préédente montre que l'on a :

m = tan θ = tan ̂(Ox,D).

O
x

y

1

m
R

D

θ

y =
m
x

Généralisation

• Lorsque D a pour équation y = mx+ p ave

m et p deux réels donnés, le réel m s'appelle

la pente de la droite D.

• L'angle

̂(Ox,D) est alors égal à

̂(Ox,D′)
où D′

est la parallèle à D passant par l'ori-

gine, et D′
a pour équation y = mx.

• D'après e qui préède, l'angle

̂(Ox,D), a

don pour mesure tout réel θ dé�ni modulo π
par tan θ = m.

O x

y

θ

y =
m
x

y =
m
x+

p

θ

D D′

Ex 25 :www Si une droite D a pour équation a x+b y+c = 0 où a, b et c sont des réels donnés

ave a et b non tous deux nuls, donner une mesure de

̂(Ox,D). p.35

Proposition 2

Pour tout réel θ 6≡ π
2
[π], on a : 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ
·

Ex 26 :www Justi�er la relation entre tan2 θ et cos2 θ. p.35

Ex 27 :www Si x ∈
[

0, π2
]

véri�e cos x = 1
3 , alors que vaut tanx ? p.36

Ex 28 :www Si x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] véri�e sinx = −1

5 , alors que vaut tan x ? p.36
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4. Premières relations trigonométriques

a) Utilisation du erle trigonométrique

Sur le erle trigonométrique

• le hangement de θ en −θ orrespond à une symétrie par rapport à Ox ;

plus préisément, les points Mθ et M−θ sont symétriques par rapport à Ox ;

• le hangement de θ en π − θ orrespond à une symétrie par rapport à Oy ;

plus préisément, les points Mθ et Mπ−θ sont symétriques par rapport à Oy ;

• le hangement de θ en π + θ orrespond à une symétrie par rapport à O ;

plus préisément, les points Mθ et Mπ+θ sont symétriques par rapport à O ;

Les relations entre les lignes trigonométriques de θ, π−θ et π+θ sont don évidentes
dès que l'on visualise l'une des �gures suivantes.

Ars opposés : θ et −θ
O x

y

cos θ

cos(−θ)

sin θ

sin(−θ)

tan θ

tan(−θ)

Mθ

θ

−θ

M
−θ
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O x

y

cos θcos(π − θ)

sin(π − θ) sin θ

tan θ

tan(π − θ)

Mπ−θ

θ

π − θ

Mθ

Ars supplémentaires : θ et π−θ

Ars di�érant de π : θ et θ + π
O x

y

cos θ

cos(θ + π)

sin θ

sin(θ + π)

tan θ
tan(θ+π)

Mπ+θ

θ

θ + π

Mθ

Culture générale Deux angles ou (deux ars) dont la somme des mesures vaut π
sont appelés supplémentaires.

Ex 29 :www Valeurs des lignes trigonométriques en

π
4 ,

3π
4 et

5π
4 · p.36

Ex 30 : Valeurs des lignes trigonométriques en

2π
3 et

4π
3 · p.37

Remarque En utilisant le erle trigonométrique, on � voit � immédiatement que :

• la fontion sin est impaire, à savoir : ∀θ ∈ R sin(−θ) = − sin θ ;

• la fontion cos est paire, à savoir : ∀θ ∈ R cos(−θ) = cos θ ;

• la fontion tan est

∗ impaire, à savoir : ∀θ ∈ R \
{

π
2
+ k π ; k ∈ Z

}

tan(−θ) = − tan θ ;

∗ de période π, à savoir : ∀θ ∈ R \
{

π
2
+ k π ; k ∈ Z

}

tan(θ + π) = tan θ.

Ce sont des résultats importants que l'on utilise souvent.
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b) Utilisation d'un triangle retangle

Les premières dé�nitions de sin et cos données à l'aide d'un triangle retangle per-

mettent failement de relier les lignes trigonométriques des angles omplémentaires.

Plus préisément, on a vu (f. page 7) que pour tout réel θ ∈ ]0, π
2
[, on a :

cos
(π

2
− θ

)

= sin θ sin
(π

2
− θ

)

= cos θ et don tan
(π

2
− θ

)

=
1

tan θ
·

En utilisant les valeurs ensuite attribuées aux fontions sin et cos en 0 et

π
2
, on peut

même aisément véri�er que :

∀θ ∈
[

0,
π

2

]

cos
(π

2
− θ

)

= sin θ et sin
(π

2
− θ

)

= cos θ.

En fait es deux dernières relations restent vraies pour tout θ ∈ R.

Ex 31 :www Justi�er l'a�rmation préédente.

p.37

Comme les formules préédentes ne font pas intervenir de signes mais seulement une

permutation de sin et de cos, il ne faut pas hésiter à s'en servir ! On a don :

∀θ ∈ R cos
(π

2
− θ

)

= sin θ et sin
(π

2
− θ

)

= cos θ.

On en déduit immédiatement :

∀θ ∈ R \
{k π

2
; k ∈ Z

}

tan
(π

2
− θ

)

=
1

tan θ
·

Ex 32 : Avez-vous bien noté le domaine de dé�nition de la dernière relation ?

p.38

Relations déduites

En e qui onerne la transformation de x en x+ π
2
, il y a permutation des sin et cos

mais ave � parfois � introdution d'un signe. D'où l'angoisse et les hésitations.

En revanhe, vous savez, sans la moindre hésitation, que l'on a :

soit ∀θ ∈ R cos
(π

2
+ θ

)

= sin θ, soit ∀θ ∈ R cos
(π

2
+ θ

)

= − sin θ

ainsi que :

soit ∀θ ∈ R sin
(π

2
+ θ

)

= cos θ, soit ∀θ ∈ R sin
(π

2
+ θ

)

= − cos θ

mais vous hésitez sur le signe intervenant au seond membre. Pour on�rmer ou

in�rmer la présene de e signe � - �, voii plusieurs pistes.
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• Première possibilité : pour déider, il su�t de

prendre θ ∈ ]0, π
2
[ ave don cos θ > 0 et sin θ > 0.

L'utilisation du erle trigonométrique permet

alors de déterminer les signes de sin(π
2
+θ), cos(π

2
+

θ), et don d'assurer le résultat.

Sur la �gure i-ontre, on voit que l'on a :

sin
(π

2
+ θ

)

> 0 et cos
(π

2
+ θ

)

6 0.

C'est don qu'il faut prendre :

sin
(π

2
+ θ

)

= cos θ et cos
(π

2
+ θ

)

= − sin θ.

O x

y

Mθ

θ

Mθ+π
2

• On peut aussi travailler par � double détente � en visualisant

π
2
+ θ sous la

forme

π
2
− (−θ) et en utilisant d'abord les relations onernant les angles om-

plémentaires (il n'y a auun signe) puis elles onernant les angles opposés.

Cette méthode peut paraître plus longue que la préédente mais si vous faites

l'e�ort de vous y exerer honnêtement (et de tête dès que possible), alors à la

longue, elle est plus rapide et plus sûre que la préédente.

Ex 33 :www En utilisant la dernière méthode,

1. évaluer sin
(

θ + π
2

)

et cos
(

θ + π
2

)

en fontion de sin θ et/ou cos θ ;

2. évaluer sin
(

θ − π
2

)

et cos
(

θ − π
2

)

en fontion de sin θ et/ou cos θ. p.38

Ex 34 :www Exprimer tan
(

θ + π
2

)

et tan
(

θ − π
2

)

1. en fontion de sin θ et de cos θ ;

2. en fontion de tan θ. p.38

Remarque En Terminale, on peut aussi utiliser l'exponentielle omplexe, à ondi-

tion de la onnaître et d'être à l'aise ave elle. En e�et, la relation :

ei(θ+
π
2
) = ei

π
2 eiθ = i eiθ

qui s'érit aussi :

cos
(π

2
+ θ

)

+ i sin
(π

2
+ θ

)

= i (cos θ + i sin θ)

donne par identi�ation des parties réelles et imaginaires :

cos
(π

2
+ θ

)

= − sin θ et sin
(π

2
+ θ

)

= cos θ.
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5. Premières équations trigonométriques

Soit ϕ un réel donné. La résolution des équations trigonométriques du genre :

cos θ = cosϕ , sin θ = sinϕ ou tan θ = tanϕ,

repose sur la proposition suivante que nous admettrons pour l'instant.

Proposition 3

Soit θ et ϕ deux réels quelonques.

• la relation cos θ = cosϕ équivaut à : θ ≡ ϕ [2π] ou θ ≡ −ϕ [2π] ;

• la relation sin θ = sinϕ équivaut à : θ ≡ ϕ [2π] ou θ ≡ π − ϕ [2π] ;

• la relation tan θ = tanϕ équivaut à : θ ≡ ϕ [π].

Remarque

• Il est exlu d'apprendre par ÷ur la moindre des propriétés préédentes, la

visualisation du erle trigonométrique étant amplement su�sante pour les

retrouver.

O x

y

b

cosϕ

Mθ = Mϕ

ϕ

−ϕ

Mθ = M−ϕ

cos θ = cosϕ

O x

y

b
sinϕ

Mθ = Mπ−ϕ

ϕ

π − ϕ

Mθ = Mϕ

sin θ = sinϕ

O x

y

A

b tanϕ

Mθ = Mπ+ϕ

ϕ
ϕ + π

Mθ = Mϕ

tan θ = tanϕ

• Après avoir introduit les propriétés de ontinuité et de dérivabilité des fontions

trigonométriques, il sera possible de donner une justi�ation rigoureuse des

a�rmations préédentes s'appuyant sur des études de variations.

• Mais, même alors, l'utilisation du erle trigonométrique restera le moyen le

plus e�ae de retrouver es résultats rigoureusement établis.

Ex 35 :www Soit ϕ un paramètre réel donné élément de [0, π]. Combien l'équation :

cos θ = cosϕ

donne-t-elle de points sur le erle trigonométrique ?

p.39

Ex 36 :www Pour ϕ ∈ R, dire ombien l'équation :

sin θ = sinϕ

donne de points sur le erle trigonométrique.

p.39
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Ex 37 :www Déterminer de même le nombre de points orrespondant aux solutions de l'équa-

tion tan θ = tanϕ où ϕ est un paramètre réel.

p.40

Ex 38 :www Résoudre l'équation : sin θ =
√
3 cos θ. p.41

Ex 39 :www Résoudre l'équation : sin θ = cos 2 θ. p.41

Ex 40 :www Résoudre l'équation sin θ cos θ =

√
3

2
sin θ. p.41

Ex 41 :www Résoudre l'équation 2 cos2 θ − 3 cos θ + 1 = 0. p.42

Ex 42 :www Résoudre l'équation 3 sin θ − cos2 θ + 3 = 0. p.42

6. Culture générale : la fontion otangente

Dé�nition 3 (hors programme même en prépa)

Pour tout réel θ 6≡ 0 [π], on pose cot θ =
cos θ

sin θ
·

On peut aussi visualiser les valeurs de la fontion otangente à l'aide du erle

trigonométrique, et il ne faut pas s'en priver.

Reprenons le erle trigonométrique en lui

ajoutant l'axe (B,~ı).

Si, pour θ 6≡ 0 [π], on désigne par Sθ le

point d'intersetion de la droite (OMθ) ave

l'axe (B,~ı), alors cot θ est l'absisse de Sθ sur

et axe (B,~ı).

On peut enore énoner e résultat en disant

que les oordonnées de Sθ sont (cot θ, 1).

O x

y

Mθ

Sθ
B

θ

Ex 43 :www Justi�er la valeur des oordonnées de Sθ. p.43

Ex 44 :www Quelle relation existe-t-il entre tan θ et cot θ ? p.43

Remarque L'intérêt de ette fontion otangente est surtout de donner des rela-

tions plus symétriques onernant les angles omplémentaires. À l'instar de :

∀θ ∈ R cos
(π

2
− θ

)

= sin θ et sin
(π

2
− θ

)

= cos θ

on a les relations :

∀θ ∈ R \ {k π ; k ∈ Z} tan
(π

2
− θ

)

= cot θ

et

∀θ ∈ R \
{π

2
+ k π ; k ∈ Z

}

cot
(π

2
− θ

)

= tan θ.

Ex 45 :www Quelle relation existe-t-il entre cot2 θ et sin2 θ ? p.43
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III. Addition, linéarisation, fatorisation

Après avoir dé�ni les fontions trigonométriques et vu leurs propriétés élémentaires,

on peut maintenant aborder e qui est un auhemar pour ertains, à savoir les � for-

mules de trigonométrie �. En travaillant toujours ave le même l'état d'esprit, nous

allons voir qu'il y a seulement un minimum de formules sont à onnaître par ÷ur,

à ondition de s'entraîner à retrouver toutes les autres instantanément.

1. Développement de cos(θ ± ϕ) et sin(θ ± ϕ)

Proposition 4

Si θ et ϕ sont deux nombres réels alors on a :

cos(θ − ϕ) = cos θ cosϕ+ sin θ sinϕ (i)

ainsi que :

sin(θ − ϕ) = sin θ cosϕ− cos θ sinϕ. (ii)

Ex 46 :www Donner une justi�ation de la relation (i) en utilisant le produit salaire des deux

veteurs du plan u = (cos θ, sin θ) et v = (cosϕ, sinϕ). p.43

Ex 47 :www Déduire la relation (ii) de la relation (i). p.44

Les formules donnant cos(θ + ϕ) et sin(θ + ϕ) s'en déduisent immédiatement : il

su�t de hanger ϕ en −ϕ dans les formules (i) et (ii) puis d'utiliser les propriétés
de parité ou d'imparité des fontions sin et cos, pour obtenir :

cos(θ + ϕ) = cos θ cosϕ− sin θ sinϕ

ainsi que :

sin(θ + ϕ) = sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ.

Il est hors de question de vous forer à mémoriser les quatre formules.

Comment assurer es formules Les quatre formules permettant de développer

cos(θ ± ϕ) et sin(θ ± ϕ) sont d'une utilisation ourante et vous devez être apable

de les érire sans hésitation. Voii quelques pistes pour vous éviter toute angoisse.

• Tout d'abord, il faut oublier et prosrire toute règle mnémotehnique du genre

� sin est gentil alors que cos est mauvais � ou des règles à la � si si o o si... �

qui obligent à tout érire.

• Ne pas hésiter à prendre des as partiuliers omme θ = 0, ϕ = 0 ou θ = ±ϕ.
• En partiulier :

∗ pour le développement de sin(θ−ϕ), la moindre des hoses est d'obtenir

une expression qui est nulle pour θ = ϕ ;
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∗ en revanhe pour cos (θ − ϕ) , le résultat doit faire 1 pour θ = ϕ, il est
don normal de trouver

⋆ cos2 θ + sin2 θ, qui vient de cos θ cosϕ + sin θ sinϕ,

⋆ et non pas cos2 θ − sin2 θ, qui viendrait de cos θ cosϕ− sin θ sinϕ.

• En e qui onerne la présene et le nombre de sin et de cos à droite, on peut

utiliser ave pro�t la parité de la fontion cos et l'imparité de la fontion sin .

En e�et, si on hange θ en −θ, et ϕ en −ϕ, alors :

∗ la quantité cos(θ + ϕ) doit rester invariante ; don à droite,

⋆ on peut trouver soit un produit cos θ cosϕ, soit un produit sin θ sinϕ
qui sont invariants par e type de transformation,

⋆ on n'a guère de hane de trouver de produit sin θ cosϕ ou cos θ sinϕ ;

∗ En revanhe la quantité sin (θ + ϕ) doit se transformer en son opposée ;

par suite, haun des produits de droite doit ontenir un sinus et un

osinus.

• À partir du niveau terminale, le plus rapide est évidemment de visualiser le

développement de ei(θ+ϕ)
(f. exerie suivant). On peut l'érire au début si

'est indispensable mais il faut rapidement viser à se passer de ette étape.

Ex 48 :www Si vous onnaissez l'exponentielle omplexe, donner une autre façon de retrouver

les développements de cos(θ + ϕ) et de sin(θ + ϕ). p.44

2. Transformation de a cos θ + b sin θ

Les formules donnant le développement de cos(θ ± ϕ) et de sin(θ ± ϕ) permettent

inversement d'exprimer les ombinaisons linéaires a cos θ+ b sin θ en fontion d'une

seule des fontions sinus ou osinus et d'un déphasage. La méthode est expliquée

dans les deux exeries suivants.

Ex 49 :www Soit a et b deux réels dont au moins un est non nul. On onsidère :

f : R −→ R

θ 7−→ a cos θ + b sin θ
.

Montrer qu'il existe un ouple (M,ϕ) ∈ R2
tel que :

∀θ ∈ R f(θ) = M sin(θ + ϕ).

Indiation : mettre

√

a2 + b2 en fateur.

p.44

Ex 50 :www Ave les notations préédentes, montrer qu'il existe (M ′, ϕ′) ∈ R2
tel que :

∀θ ∈ R f(θ) = M ′ cos(θ + ϕ′).

Donner deux méthodes.

p.45

Remarque Bien évidemment, e n'est surtout pas la forme exate du résultat qu'il

faut retenir mais la la méthode, qui onsiste à mettre

√

a2 + b2 en fateur.
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On peut utiliser les transformations préédentes pour répondre très rapidement à

quelques questions simples, omme dans les exeries suivants.

Ex 51 :www Déterminer les valeurs de θ annulant la fontion :

f : R −→ R

θ 7−→
√
3 cos θ + sin θ + 2

.

Indiation : utiliser une des transformations préédentes (en essayant évidemment

de ne pas regarder les exeries i-dessus).

p.45

Ex 52 :www Maximum et minimum de f : R −→ R

θ 7−→ 3 cos θ + sin θ + 2
.

p.46
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3. Développement de tan(θ ± ϕ)

Le développement de tan(θ± ϕ) est aussi une appliation direte des formules don-

nant le développement de cos(θ ± ϕ) et de sin(θ ± ϕ).

Proposition 5

Si θ et ϕ sont deux réels tels que θ 6≡ π
2
[π], ϕ 6≡ π

2
[π] et θ + ϕ 6≡ π

2
[π], alors :

tan(θ + ϕ) =
tan θ + tanϕ

1− tan θ tanϕ
·

Ex 53 :www Justi�er la formule préédente.

p.46

Remarque Il est inutile de mémoriser tan(θ−ϕ) ar il su�t de hanger ϕ en −ϕ.

Comment retrouver ette formule

• Visualiser le alul de la démonstration préédente.

• Se rappeler que les signes intervenant au numérateur et au dénominateur sont

di�érents, elui du numérateur se retrouvant à l'aide des as partiulier θ = ±ϕ
puisque, par exemple, la quantité tan(θ − ϕ) doit s'annuler lorsque θ = ϕ.

• Ne pas hésiter à prendre des as partiuliers omme θ = 0, ϕ = 0.

• Les hypothèses débutant l'énoné de la proposition préédente peuvent sembler

di�iles à retenir mais elles deviennent évidentes dès que l'on se dit que pour

érire la formule, il est indispensable que les trois quantités tan(θ + ϕ), tan θ
et tanϕ soient dé�nies.

Ex 54 :www Soit D et D′
deux droites de pentes respetives m et m′

.

Que peut-on dire de la tangente de l'angle

̂(D,D′) ? p.46

Ex 55 :www Étant donné les droites D1 et D2 d'équations respetives :

D1 : 3 x− y + 1 = 0 et D2 : 4x+ 2 y − 5 = 0,

déterminer une mesure de l'angle orienté

̂(D1,D2). p.47

4. Dupliation et ar moitié

Pour θ ∈ R, il n'y a auun e�ort de mémoire à faire pour onnaître les formules :

cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ et sin 2θ = 2 sin θ cos θ

qui ne sont que des as partiuliers des formules d'addition de la partie III.1.

Ex 56 :www Caluler le maximum et le minimum de l'appliation :

f : R −→ R

θ 7−→ cos θ cos
(θ

2

)

cos
(θ

4

)

sin
(θ

4

)

p.47
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Mais il faut pouvoir utiliser sans hésiter deux autres formes de la première formule.

Proposition 6

Pour tout θ ∈ R, on a :

1 + cos 2θ = 2 cos2 θ et 1− cos 2θ = 2 sin2 θ.

Il est indispensable de savoir utiliser les éritures i-dessus de es formules ar :

• de la gauhe vers la droite :

1 + cos 2θ −→ 2 cos2 θ et 1− cos 2θ −→ 2 sin2 θ,

elles permettent de simpli�er des quantités telles que

√
1 + cos 2θ ou

√
1− cos 2θ,

que l'on renontre assez souvent dans les aluls ;

• de la droite vers la gauhe :

1 + cos 2θ ←− 2 cos2 θ et 1− cos 2θ←− 2 sin2 θ,

elles permettent de linéariser cos2 θ et sin2 θ, 'est-à-dire de les exprimer sans

produit ni puissane supérieure ou égale à 2 ; on peut ainsi les intégrer ou les

dériver plus failement.

Comment assurer es formules En général, vous hésitez entre

1 + cos 2θ ?

± 2 cos2 θ

± 2 sin2 θ

± 1
2
cos2 θ

± 1
2
sin2 θ

? 1− cos 2θ

• Pour le � ± �, il su�t de regarder le signe :

∗ il est évident que 1 + cos 2θ et 1− cos 2θ sont positifs ;

∗ en revanhe, si l'on a à simpli�er cos 2θ − 1, le résultat doit être négatif.

• Pour le hoix entre sin2 θ et cos2 θ, il su�t de voir e qui se passe lorsque θ = 0 :
l'un est nul et l'autre pas.

• Pour le hoix entre 2 et

1
2
, il su�t de onstater que 1 + cos 2θ et 1 − cos 2θ

varient de 0 à 2 alors que

1
2
cos2 θ et

1
2
sin2 θ ne peuvent pas dépasser

1
2
; mais

on peut aussi regarder e qui se passe en θ = 0 ou θ = π

Ex 57 :www Soit θ ∈ [−π, π]. Exprimer cos
(

θ
2

)

en fontion de cos θ. p.47
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Expressions en fontion de la tangente de l'ar moitié

Proposition 7

Soit θ un réel véri�ant θ 6≡ π [2π] et t = tan
(θ

2

)

· Alors on a :

cos θ =
1− t2

1 + t2
et sin θ =

2 t

1 + t2
·

Si de plus θ 6≡ π
2
[π], alors on a : tan θ =

2 t

1− t2
·

Ex 58 :www Justi�er les trois formules préédentes (ommener par la plus simple).

p.48

Comment assurer es formules Si leur forme générale ne pose auun problème :

� e sont des frations en 2 t, 1 + t2 et 1− t2 � ,

vous avez souvent des problèmes d'a�etation :

� où mettre es di�érentes quantités ? �

On peut par exemple,

• penser que les fontions cos et sin sont toujours dé�nies, e qui entraîne que

leurs dénominateurs ne peuvent être ni 2 t ni 1 − t2 : en e�et es quantités

s'annulent pour ertaines valeurs de t, e qui fait désordre au dénominateur ;

• se rappeler que si θ = 0, et don t = 0, alors on a sin θ = tan θ = 0 mais cos θ =
1 ;

• voir que la formule donnant tan θ n'est qu'un as partiulier de la formule

d'addition onernant la fontion tangente ;

• utiliser parité et imparité : si on hange θ en −θ, et don t en −t, alors cos θ
est invariant alors que sin θ et tan θ se transforment en leurs opposés.

Ex 59 :www Déterminer la valeur exate de tan
(

π
8

)

· p.49
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5. Formules de linéarisation

La linéarisation d'une expression est l'opération qui onsiste à transformer les pro-

duits en sommes : 'est une opération souvent indispensable pour pouvoir intégrer

et même parfois très intéressante avant de dériver.

Étant donné θ et ϕ deux nombres réels, on a :

2 cos θ cosϕ = cos(θ + ϕ) + cos(θ − ϕ)

2 sin θ sinϕ = cos(θ − ϕ)− cos(θ + ϕ)

2 sin θ cosϕ = sin(θ + ϕ) + sin(θ − ϕ)

En fait, il n'y a rien de nouveau dans es formules : e ne sont que les formules de

développement de cos(θ ± ϕ) et sin(θ ± ϕ) � arrangées pour obtenir les produits de

gauhe � ; quand on a besoin d'utiliser l'une de es formules, il faut :

• visualiser (de tête le plus vite possible) les formules donnant cos(θ+ϕ), cos(θ−
ϕ), sin(θ + ϕ) et sin(θ − ϕ) ;

• hoisir elles qu'il faut ombiner, et omment les ombiner (de tête), pour

obtenir le produit attendu ;

• ne pas se priver de véri�er, une fois la relation érite, en la relisant à l'envers !

Remarques

• Les deux premiers points préédents expliquent pourquoi il est préférable de

voir es formules ave le � 2 � en position de multipliateur à gauhe et non

pas en position de diviseur à droite.

• Si jamais vous hésitez sur la position de e � 2 � , diviseur ou en multipliateur,

vous pouvez penser en termes d'enadrement : un produit de sinus ou de

osinus reste entre −1 et +1, alors que la somme ou la di�érene peut très

bien aller de −2 à +2.

Comment assurer es formules Il su�t de se souvenir que les expressions

transformées ne font intervenir que des sin et des cos de (θ ± ϕ) ; ensuite on peut,

par exemple :

• voir que, par le hangement de (θ, ϕ) en (−θ,−ϕ),

∗ les quantités cos θ cosϕ et sin θ sinϕ sont invariantes, don les expressions

obtenues n'utilisent que des osinus ;

∗ la quantité sin θ cosϕ se transforme en son opposée, don l'expression

obtenue n'utilise que des sinus ;

• regarder e qui se passe si on hange un seul paramètre, θ ou ϕ, en son opposé ;

• penser aux as partiuliers : θ = 0, ϕ = 0 ou θ = ±ϕ.
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Ex 60 :www Déterminer un réel k tel que, pour tout θ réel, on ait :

sin(3 θ) = k sin θ sin
(

θ +
π

3

)

sin
(

θ +
2π

3

)

· p.49

6. Formules de fatorisation

Comme dernière appliation des formules de développement de osinus et de sinus,

nous pouvons donner les formules de fatorisation souvent très utiles lors d'études

de signes. Étant donné ϕ et θ deux nombres réels, on a :

cos θ + cosϕ = 2 cos
(θ + ϕ

2

)

cos
(θ − ϕ

2

)

cos θ − cosϕ = − 2 sin
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

sin θ + sinϕ = 2 sin
(θ + ϕ

2

)

cos
(θ − ϕ

2

)

sin θ − sinϕ = 2 sin
(θ − ϕ

2

)

cos
(θ + ϕ

2

)

Remarque On a l'habitude de donner es quatre formules même si l'ensemble

formé par les deux dernières est redondant puisqu'il su�t de hanger ϕ en −ϕ pour

passer de l'une à l'autre. Ce n'est pas aussi simple pour les deux premières.

Ex 61 :www Justi�er les relations préédentes.

p.49

Ex 62 :www Comment pourrait-on quand même déduire :

cos θ − cosϕ = − 2 sin
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

de la formule préédente ?

p.50

Ex 63 :www En �n de TS, on peut donner une autre justi�ation des relations préédentes (à

ondition de bien manipuler l'exponentielle omplexe).

1. Question préliminaire : qu'obtient-on de remarquable si l'on met ei
θ+ϕ
2

en

fateur dans eiθ + eiϕ ou dans eiθ − eiϕ ?

2. En onsidérant les osinus omme des parties réelles d'exponentielles om-

plexes, justi�er les deux premières relations.

3. Donner une justi�ation analogue pour les deux dernières relations.

p.51
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Quelques pistes pour assurer es formules Il su�t de se rappeler que les

expressions transformées sont de la forme :

± 2

sin

cos

(θ − ϕ

2

)

sin

cos

(θ + ϕ

2

)

·

Ensuite on peut, par exemple, utiliser les remarques suivantes :

• Les quantités cos θ − cosϕ et sin θ − sinϕ sont nulles si θ = ϕ, don l'un des

fateurs du produit obtenu doit être sin
(

θ−ϕ

2

)

, la seule des quatre quantités

i-dessus à être nulle pour θ = ϕ. Je vous onseille de ommener par elui-là.

• De même, pour sin θ+sinϕ qui s'annule pour θ = −ϕ doit ontenir sin
(

θ+ϕ

2

)

,

la seule des quatre quantités i-dessus à être nulle pour θ = −ϕ.
• Des onsidérations de parité et d'imparité peuvent aussi être très utiles : par

exemple, dans la formule donnant cos θ − cosϕ :

∗ d'après e qui préède, on sait qu'il y a sin
(

θ−ϕ

2

)

; l'autre terme ne peut

pas être cos
(

θ+ϕ

2

)

puisque l'ensemble doit être invariant lorsque l'on

hange θ en −θ et ϕ en −ϕ ; e ne peut don être que sin
(

θ+ϕ

2

)

·

• La plae du fateur 2 ne pose pas de problème, si on ré�éhit omme dans les

formules de linéarisation : une somme de deux sinus ou de deux osinus peut

varier de −2 à +2, alors qu'un produit reste ompris entre −1 et +1.

• Pour la seonde relation, le signe � − � devant le � 2 � peut être vu omme

une onséquene de la déroissane du osinus entre 0 et

π
2
: en e�et, si l'on

prend :

0 6 ϕ < θ 6
π

2

alors on a :

0 6
θ − ϕ

2
6

π

4
et 0 6

θ + ϕ

2
6

π

2

et don :

sin
(θ − ϕ

2

)

> 0 et sin
(θ + ϕ

2

)

> 0 alors que cos θ − cosϕ < 0.

Ex 64 :www Montrer que pour θ ∈ ]0, π6 [ on a :

1− cos 2θ + cos 4θ − cos 6θ

sin 2θ − sin 4θ + sin 6θ
= tan 3 θ. p.52

Ex 65 :www Déterminer les solutions dans [0, 2π[ de l'équation :

cos θ − cos 2 θ = sin 3 θ. p.53
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IV. Formulaire muet

Pour �nir un petit formulaire muet à fréquenter de temps à autre ...

• Lignes trigonométriques de : 0, π
6
,

π
4
,

π
3
,

π
2
,

2π
3
,

3π
4
,π et.

• Relation entre tan2 θ et cos2 θ. <p. 11>

• Simpli�er cos(−θ), sin(−θ), tan(−θ). <p. 12>

• Simpli�er cos(π − θ), sin(π − θ), tan(π − θ). <p. 13>

• Simpli�er cos(θ + π), sin(θ + π), tan(θ + π). <p. 13>

• Simpli�er cos
(

π
2
− θ

)

, sin
(

π
2
− θ

)

et tan
(

π
2
− θ

)

. <p. 14>

• Simpli�er cos(θ + π
2
), sin(θ + π

2
), tan(θ + π

2
). <p. 14>

• Résolutions des équations cos θ = cosϕ, sin θ = sinϕ, tan θ = tanϕ. <p. 16>

• Développement de cos(θ + ϕ), sin(θ + ϕ), tan (θ + ϕ). <p. 18>

• Fatorisation de 1 + cos 2θ, 1− cos 2θ. <p. 22>

• Expression de cos θ, sin θ, tan θ en fontion de t = tan θ
2
· <p. 23>

• Linéarisation de cos θ cosϕ, sin θ sinϕ, sin θ cosϕ. <p. 24>

• Linéarisation de cos2 θ, de sin2 θ. <p. 22>

• Fatorisation de cos θ + cosϕ, cos θ − cosϕ, sin θ + sinϕ. <p. 25>

Si néessaire, reportez-vous (pour véri�er) aux pages indiquées.
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V. Solutions des exeries

Exerie 1 :

Par dé�nition de la fontion Φ, l'ensemble des réels

solutions de l'équation Φ(θ) = C est :

S = {(2 k + 1)π | k ∈ Z} . O x

y

A

B

C

D

Mθ

θ

Exerie 2 :

Par dé�nition de la fontion Φ, l'ensemble des réels

solutions de l'équation Φ(θ) = D est :

S =
{

−π

2
+ 2 k π ; k ∈ Z

}

ou enore

S =

{

3 π

2
+ 2 k π ; k ∈ Z

}

.

O x

y

A

B

C

D

Mθ

θ

Exerie 3 :

Les points :

M = Φ
(π

4

)

, N = Φ

(

5 π

4

)

et

P = Φ

(

9 π

4

)

= M

sont plaés sur le dessin i-ontre.

O x

y

A

B

C

D

b

b

M = P

N

Exerie 5 :

L'équation :

3 θ + π ≡ 2θ − π

3

[π

2

]

est équivalente à :

θ ≡ −4π

3

[π

2

]

ou enore à :

θ ≡ π

6

[π

2

]

·

O x

y

b M
π
6

b
M 2π

3

b
M 5π

6 b
M 5π

3
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Elle a don omme ensemble de solutions : S =
{

π
6 + k π

2 ; k ∈ Z
}

.

On obtient ainsi 4 images sur le erle trigonométrique.

Remarque Les transformations faites pour résoudre l'équation préédente sont identiques

à elles faites pour une équation lassique ave le signe � = � puisqu'un réel θ véri�e l'équation
donnée si, et seulement si, il existe k ∈ Z tel que :

3 θ + π = 2θ − π

3
+ k

π

2

e qui est équivalent à θ =
π

6
+ k

π

2
, d'où le résultat.

Exerie 6 :

L'équation :

3 θ + π ≡ −
(

2θ − π

3

) [π

2

]

est équivalente à :

5 θ ≡ −2π

3

[π

2

]

et don à :

θ ≡ −2π

15

[ π

10

]

,

e qui donne omme ensemble de solutions

S =

{

−2π

15
+ k

π

10
; k ∈ Z

}

.

On obtient don 20 images sur le erle trigonométrique.

Si néessaire, voii une autre ériture de ette résolution.

Un réel θ véri�e l'équation :

3 θ + π ≡ −
(

2θ − π

3

) [π

2

]

si, et seulement si, il existe un k ∈ Z tel que :

3 θ + π = −
(

2θ − π

3

)

+ k
π

2
;

e qui est équivalent à :

5 θ = −2π

3
+ k

π

2

et don à :

θ = −2π

15
+ k

π

10
·

On en déduit que θ est solution de l'équation donnée si et seulement si :

θ ≡ −2π

15

[ π

10

]

·

Un telle ériture (au brouillon) évite toute angoisse !
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Exerie 7 :

Ave un triangle équilatéral de �té 1 divisé en
deux, on obtient :

• l'hypoténuse UW de longueur 1,

• VW évidemment de longueur

1
2 ,

• en�n, ave le théorème de Pythagore, le

�té UV de longueur

√
3
2 ·

On en déduit immédiatement :

V W

U

1
2

1
√
3
2

π
6

π
3

cos
π

3
= sin

π

6
=

1

2
et sin

π

3
= cos

π

6
=

√
3

2
·

Évidemment es aluls doivent se faire à la vitesse de la lumière !

Exerie 8 :

En utilisant (si possible de tête) un demi arré, on

obtient immédiatement :

cos
π

4
= sin

π

4
=

√
2

2
=

1√
2
·

U V

W

1

1

√
2

Exerie 9 :

On peut

• soit utiliser les valeurs des fontions sin et cos (mais dans e as, il faut les retrouver

de tête et non pas aller les reherher dans les pages préédentes, 'est omme ela que

vous vous entraînerez à les retrouver) ;

• soit utiliser diretement, si possible de tête, un demi triangle équilatéral (voir éventuel-

lement les orrigé de l'exerie V.).

On obtient alors :

tan
π

3
=
√
3 et tan

π

6
=

√
3

3
=

1√
3

Évidemment es aluls doivent se faire à la vitesse de la lumière !

Exerie 10 :

• On peut évidemment utiliser les valeurs des fontions sin et cos (il faut alors les retrouver
de tête et non aller les reherher dans les pages préédentes, 'est omme ela que vous

vous entraînerez).

• Mais, dans e as, il est pus faile d'utiliser diretement un demi-arré ar il est immédiat

(sans le moindre alul) que les �té � opposé � et � adjaent � sont égaux, e qui donne :

tan
π

4
= 1.
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Exerie 11 :

Ave les triangles retangles UVW et U ′V ′W ′
de la

�gure i-ontre, on voit que si :

0 < θ 6 θ′ <
π

2
,

alors on a :

tan θ 6 tan θ′.

Autrement dit, sur l'intervalle ]0, π2 [, la fontion tan

est roissante.

U = U ′ V = V ′

W

θ

W ′

θ′

Exerie 12 :

Souvent, pour les tangentes de

π
3 et

π
6 , vous hésitez entre

√
3
3 et

√
3.

Comme

π
6 6

π
3 , la roissane de la fontion tangente sur l'intervalle ]0, π2 [ permet don d'af-

�rmer que l'on a tan π
6 6 tan π

3 ·
Par suite, tan π

6 est le plus petit des deux nombres et l'on a don :

tan
π

6
=

√
3

3
=

1√
3

ainsi que tan
π

3
=
√
3.·

Remarque Il n'est pas étonnant que es tangentes,

√
3
3 = 1√

3
et

√
3, soient inverses l'une

de l'autre puisqu'il s'agit de tangentes d'angles omplémentaires, 'est-à-dire d'angles dont la

somme des mesures vaut

π
2 ·

Exerie 13 :

Utilisons les notations préédentes et supposons θ ∈ ]0, π2 [·
Dans le triangle OPMθ retangle en P ,

• l'hypoténuse OMθ a pour longueur 1,

• le �té adjaent à l'angle de mesure θ a

pour longueur OP = cos θ.

Par suite on a :

�té adjaent

hypoténuse

=
OP

OMθ

= OP = cos θ.

Ainsi ette nouvelle dé�nition de cos θ est bien
une généralisation de la première dé�nition.

O x

y

P

Mθ

θ

On fait de même pour le sinus.

Exerie 14 :

Il su�t de plaer le point Mθ = ϕ(θ) et de lire cos θ et sin θ en projetant.
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On voit alors que l'on a :

sin
(π

2

)

= 1 sin
(

−π

2

)

= −1 et cos
(

±π

2

)

= 0.

On a de même :

sin(±π) = 0 cos(±π) = −1.

Et en�n :

sin
(3π

2

)

= −1 sin
(

−3π

2

)

= 1 et cos
(

±3π

2

)

= 0.

O x

y
b
M π

2
= M(− 3π

2 )

b
Mπ = M(−π)

b
M(−π

2
) = M 3π

2

Exerie 15 :

Utilisons les notations préédentes.

Par dé�nition des lignes trigonométriques sin et cos,
pour tout nombre réel θ ∈ R, le point Mθ a pour

oordonnées (x = cos θ, y = sin θ).

Comme Mθ appartient au erle Γ d'équation :

x2 + y2 = 1

on en déduit :

sin2 θ + cos2 θ = 1.

O x

y

A

cos θ

sin θ
Mθ

θ

Remarque Pour θ ∈ ]0, π2 [, on aurait pu justi�er ette relation en utilisant la première

dé�nition des lignes trigonométriques et le théorème de Pythagore dans un triangle retangle.

Exerie 16 :

En utilisant le erle trigonométrique, on � voit � que :

• la fontion cos reste positive sur I3 =
[

−π
2 ,

π
2

]

;

• la fontion sin reste positive sur I1 = [0, π] ;

• auune de es fontions ne garde un signe onstant sur I2 = [−π, π].

O x

y

cos θ

θ

−π
2 6 θ 6

π
2 =⇒ cos θ > 0

O x

y

sin θ

θ

0 6 θ 6 π =⇒ sin θ > 0
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Remarque L'utilisation du erle trigonométrique ne fournit évidemment pas de démons-

tration des a�rmations préédentes mais elle permet de retrouver sans hésitation es résultats.

Pour les démontrer il faudrait bien sûr une dé�nition rigoureuse des fontions sinus et osinus,

mais ela sort du adre de et exposé.

Exerie 17 :

En utilisant la relation fondamentale, on obtient :

sin2 = 1− cos2 x =
8

9

e qui nous donne :

sinx = ±2
√
2

3
·

Sans information supplémentaire, on ne peut pas faire mieux ar :

• Si x ∈ [0, π2 ], alors on a sinx > 0 et don sinx = 2
√
2

3 ;

• Si x ∈ [−π
2 , 0], alors on a sinx 6 0 et don sinx = − 2

√
2

3 ·

Exerie 18 :

En utilisant le erle trigonométrique, on � voit � que :

• la fontion cos est déroissante sur I1 = [0, π] ;

• la fontion sin est roissante sur I3 =
[

−π
2 ,

π
2

]

·

O x

y

cos θ′

θ′

cos θ

θ

0 6 θ 6 θ′ 6 π =⇒ cos θ′ 6 cos θ

O x

y

sin θ
θ

sin θ′

θ′

−π
2 6 θ 6 θ′ 6 π

2 =⇒ sin θ 6 sin θ′

Remarque L'utilisation du erle trigonométrique ne fournit pas une démonstration des

a�rmations préédentes mais elle permet de retrouver sans hésitation es résultats (que l'on

pourrait démontrer par exemple ave une étude de variations à ondition d'avoir une dé�nition

rigoureuse des fontions sinus et osinus e qui sort du adre de et exposé).

En revanhe, on peut démontrer que la fontion sin n'est pas monotone sur I1 = [0, π] ar :

• elle n'est pas roissante puisque sin π
2 > sinπ alors que

π
2 < π ;

• elle n'est pas déroissante puisque sin π
2 > sin 0 alors que

π
2 > 0.
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On prouve de même que cos n'est pas monotone sur I3, et qu'auune de es deux fontions

n'est monotone sur l'intervalle I2.

Exerie 20 :

L'ensemble E =
{

π
2 + k π ; k ∈ Z

}

étant exatement l'ensemble des valeurs de θ pour les-

quelles on a cos θ = 0, il est indispensable de supposer θ /∈ E pour pouvoir érire :

tan θ =
sin θ

cos θ
·

Remarque L'ensemble E est aussi l'ensemble des réels θ tels que : θ ≡ π
2 [π].

Exerie 21 :

Soit θ 6≡ π
2 [π] ou enore θ ∈ R \

{

π
2 + k π ; k ∈ Z

}

.

• Comme le point Rθ se trouve sur la parallèle à Oy issue de A, il existe y ∈ R tel que les

oordonnées de Rθ soient (1, y).

• Étant donné que les points 0, Mθ et Rθ sont alignés et que le veteur

−−→
OMθ est non nul,

on peut trouver k ∈ R tel que

−−→
ORθ = k

−−→
OM θ, e qui donne pour les oordonnées :

1 = k cos θ et y = k sin θ.

On en déduit immédiatement k = 1
cos θ et don y = tan θ.

Exerie 22 :

On � voit � sur le erle trigonométrique que l'on a tan θ = 0 si, et seulement si : θ ≡ 0 [2π]

ou θ ≡ π [2π], e qui l'on peut résumer en θ ≡ 0 [π].

Remarque on aurait aussi pu justi�er e résultat en disant que l'équation tan θ = 0 possède
les mêmes solutions que l'équation sin θ = 0.

Exerie 23 :

• La question de la monotonie de la fontion tan sur I1 = [0, π] ne peut pas se poser

puisque ette fontion n'est pas dé�nie en

π
2 ·

• On � voit � sur le erle trigonométrique que, si θ et θ′ sont deux réels véri�ant :

−π

2
< θ 6 θ′ <

π

2

alors l'ordonnée de Rθ et inférieure à elle de Rθ′
; et don tan θ 6 tan θ′ (f. �gure

i-dessous). La fontion tan est don roissante sur I2 =
]

−π
2 ,

π
2

[

.
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• On � voit � de même sur le erle trigonométrique que, si θ et θ′ sont deux réels véri�ant :

π

2
< θ 6 θ′ <

3π

2

alors on a tan θ 6 tan θ′ (f. �gure i-dessous). La fontion tan est don roissante sur I3.

O x

y y

A

RθMθ

θ

Rθ′

Mθ′

θ′

−π
2 < θ 6 θ′ < π

2 ⇒ tan θ 6 tan θ′

O x

y y

A

Rθ

Mθ

θ

Rθ′

Mθ′

θ′

π
2 < θ 6 θ′ < 3π

2 ⇒ tan θ 6 tan θ′

Exerie 25 :

L'angle

̂(Ox,D) est égal à l'angle de Ox ave D′
, la parallèle à D passant par l'origine, et qui

a pour équation :

a x+ b y = 0.

• Si b = 0, la droite D est parallèle à Oy et don :

̂(Ox,D) ≡ ̂(Ox,D′) ≡ π

2
[π].

• Sinon, la droite D′
a pour pente −a

b
· L'angle ̂(Ox,D) = ̂(Ox,D′) a alors pour mesure

tout réel θ dé�ni modulo π par :

tan θ = −a

b
·

Remarque L'équation :

tan θ = −a

b

possède e�etivement (au moins) une solution, e que l'on a justi�é empiriquement grâe

de la représentation de tan θ à l'aide du erle trigonométrique (f. page 10).

Exerie 26 :

Soit θ 6≡ π
2 . On obtient diretement le résultat en divisant la relation fondamentale :

cos2 θ + sin2 θ = 1

par cos2 θ qui est non nul puisque θ 6≡ π
2 [π].

Remarque C'est ainsi qu'il faut faire pour � assurer � ette relation. Il su�t de vous entraî-

ner à visualiser (mentalement dès que possible) la relation fondamentale cos2 θ + sin2 θ = 1

(que tout le monde onnaît sans la moindre hésitation) et à érire diretement le résultat

obtenu après division par cos2 θ.
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Exerie 27 :

Supposons cosx = 1
3 · Comme cosx 6= 0, alors tanx est dé�ni et l'on peut alors érire :

1 + tan2 x =
1

cos2 x
= 9

e qui donne tanx = ± 2
√
2. L'hypothèse x ∈

[

0, π
2

]

donne tanx > 0, et don :

tanx = 2
√
2.

Exerie 28 :

Soit x ∈ R tel que sinx = − 1
5 · Comme sinx 6= ±1, alors tanx est dé�ni et l'on a :

1 + tan2 x =
1

cos2 x
=

1

1− 1
25

=
25

24

et don tan2 x = 1
24 , e qui entraîne : tanx = ±

√
6

12 ·

Comme sinx et tanx sont de même signe sur ]−π
2 ,

π
2 [, on en déduit :

tanx = −
√
6

12
·

Exerie 29 :

On a déjà vu que cos
π

4
= sin

π

4
=

√
2

2
et que tan

π

4
= 1.

Quant aux autres valeurs :

• les réels

π

4
et

3 π

4
orrespondent à des ars supplémentaires, et don :

cos
3 π

4
= − cos

π

4
= −
√
2

2
,

sin
3 π

4
= sin

π

4
=

√
2

2
,

tan
3 π

4
= − tan

π

4
= −1.

• les réels

π

4
et

5 π

4
di�èrent de π, et don :

cos
5 π

4
= − cos

π

4
= −
√
2

2
,

sin
5 π

4
= − sin

π

4
= −
√
2

2
,

tan
5 π

4
= tan

π

4
= 1.
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Exerie 30 :

Ave la même démarhe que dans l'exerie préédent, on obtient :

cos
2 π

3
= − cos

π

3
= −1

2
,

sin
2 π

3
= sin

π

3
=

√
3

2

tan
2 π

3
= − tan

π

3
= −
√
3

ainsi que

cos
4 π

3
= − cos

π

3
= −1

2
,

sin
4 π

3
= − sin

π

3
= −
√
3

2

tan
4 π

3
= tan

π

3
=
√
3.

Exerie 31 :

Considérons l'appliation f : R −→ R

θ 7−→ cos(π2 − θ)− sin θ

• D'après e qui préède, on a :

∀θ ∈ [0, π
2 ] f(θ) = cos(π2 − θ)− sin θ = 0.

• Soit θ ∈ [π2 , π]. On a alors :

f(π − θ) = cos
(

−π

2
+ θ

)

− sin (π − θ)

= cos
(π

2
− θ

)

− sin (θ)

= f(θ).

Comme π − θ ∈ [0, π2 ], on a f(π − θ) = 0. On en déduit :

∀θ ∈ [0, π] f(θ) = 0.

• Soit θ ∈ [π, 2 π]. Alors :

f(θ − π) = cos(π2 − θ + π)− sin(θ − π) = −f(θ).

Comme θ − π ∈ [0, π], on a f(θ − π) = 0. On en déduit :

∀θ ∈ [0, 2 π] f(θ) = 0.

• Comme la fontion f est évidemment de période 2 π, on en déduit que f est nulle.
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Par suite on a :

∀θ ∈ R cos
(π

2
− θ

)

= sin θ.

Exerie 32 :

Pour pouvoir érire le membre de droite de ette relation, il faut

• que tan θ soit dé�ni et don que θ ∈ R \ {π2 + k π ; k ∈ Z} ;

• que tan θ soit non nul et don que θ /∈ {k π ; k ∈ Z} ;

Par suite il faut θ ∈ R \ {k π
2 ; k ∈ Z} ou enore θ 6≡ 0

[

π
2

]

·

Réiproquement supposons θ ∈ R \ {k π
2 ; k ∈ Z}. Alors

• tan θ est dé�ni et non nul ;

• tan
(

π
2 − θ

)

est dé�ni puisqu'alors θ − π
2 6≡ 0 [π2 ] et don θ − π

2 6≡ π
2 [π].

Sous es hypothèses, on a alors :

tan
(π

2
− θ

)

=
sin

(

π
2 − θ

)

cos
(

π
2 − θ

) =
cos θ

sin θ
=

1

tan θ
·

Exerie 33 :

1. Pour tout θ ∈ R, on a :

cos
(

θ +
π

2

)

= cos
(π

2
− (−θ)

)

= sin(−θ) = − sin θ

et :

sin
(

θ +
π

2

)

= sin
(π

2
− (−θ)

)

= cos(−θ) = cos θ.

2. Pour tout θ ∈ R, on a :

cos
(

θ − π

2

)

= cos
(π

2
− θ

)

= sin θ

et

sin
(

θ − π

2

)

= − sin
(π

2
− θ

)

= − cos θ.

Exerie 34 :

1. Soit θ 6≡ 0 [π]. On a alors :

tan
(

θ +
π

2

)

=
sin

(

θ + π
2

)

cos
(

θ + π
2

) = −cos θ

sin θ
·

On a de même :

tan
(

θ − π

2

)

=
sin

(

θ − π
2

)

cos
(

θ − π
2

) = −cos θ

sin θ
·
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2. Soit θ ∈ R \ {k π
2 | k ∈ Z} ou enore θ 6≡ 0

[

π
2

]

. On a alors :

tan
(

θ +
π

2

)

= tan
(π

2
− (−θ)

)

=
1

tan(−θ) = − 1

tan θ
·

On a de même :

tan
(

θ − π

2

)

= − tan
(π

2
− θ

)

= − 1

tan θ
·

Exerie 35 :

• Pour ϕ = 0, l'équation s'érit cos θ = 1 et il est évident (ave le erle trigonométrique)

qu'elle a pour ensemble de solutions :

S = {2 k π ; k ∈ Z}

e qui, ave les notations du début de e hapitre, orrespond au seul point A.

• Pour ϕ = π, l'équation s'érit cos θ = −1 et il est évident qu'elle a pour ensemble de

solutions :

S = {(2 k + 1)π ; k ∈ Z}
e qui, ave les notations du début de e hapitre, orrespond au seul point C.

• Dans le as général où ϕ ∈ ]0, π[, l'équation cos θ = cosϕ est équivalente à :

θ ≡ ϕ [2π] ou θ ≡ −ϕ [2 π]

e qui donne au plus deux points sur le erle trigonométrique.

Supposons que es deux points soient onfondus. On aurait alors :

ϕ ≡ −ϕ [2π] et don ϕ ≡ 0 [π],

e qui est exlu puisque ϕ ∈ ]0, π[.

Si problème ave la division de ongruene voir la méthode page 6.

Remarque Dans le as où ϕ = π
2 , l'équation s'érit cos θ = 0 et il est évident (ave

le erle trigonométrique) qu'elle a pour ensemble de solutions :

S =
{π

2
+ k π ; k ∈ Z

}

e qui, ave les notations du début de e hapitre, orrespond aux points B et D.

Exerie 36 :

• Pour ϕ ≡ π
2 [2π], l'équation s'érit sin θ = 1 et l'on sait (le visualiser évidemment sur le

erle trigonométrique) qu'elle a pour ensemble de solutions :

S =
{π

2
+ 2 k π ; k ∈ Z

}

.

Dans e as, θ est solution de l'équation si, et seulement si, θ ≡ ϕ [2π].
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• Pour ϕ ≡ −π
2 [2π], l'équation s'érit sin θ = −1 et l'on sait (le visualiser évidemment

sur le erle trigonométrique) qu'elle a pour ensemble de solutions :

S =
{

−π

2
+ 2 k π ; k ∈ Z

}

.

Dans e as, θ est solution de l'équation si, et seulement si, θ ≡ ϕ [2π].

• On peut résumer les deux as préédents sous une seule forme.

Pour ϕ ≡ π
2 [π], le réel θ est solution de l'équation sin θ = sinϕ si, et seulement si :

θ ≡ ϕ [2π],

e qui donne un seul point sur le erle trigonométrique.

• Dans le as où ϕ 6≡ π
2 [π] l'équation sin θ = sinϕ est équivalente à :

θ ≡ ϕ [2π] ou θ ≡ π − ϕ [2 π],

e qui donne au plus deux points sur le erle trigonométrique.

Supposons que les deux points préédemment trouvés soient onfondus. On aurait alors :

ϕ ≡ π − ϕ [2π] et don ϕ ≡ π

2
[π],

e qui est exlu dans e as.

Si problème ave la division de ongruene voir la méthode page 6.

Remarque Lorsque ϕ ≡ 0 [π], l'équation s'érit :

sin θ = 0.

Ainsi, θ en est solution si, et seulement si : θ ≡ 0 [π].

Exerie 37 :

Ii, omme on utilise tanϕ, il faut évidemment supposer que ϕ est élément de :

D =R \
{π

2
+ k π ; k ∈ Z

}

e que l'on peut aussi érire :

ϕ 6≡ π

2
[π].

Et, pour la même raison, θ prend aussi ses valeurs dans D.

Pour tout élément ϕ ∈ D, l'équation tan θ = tanϕ est équivalente à :

θ ≡ ϕ [π]

e qui s'érit aussi :

θ ≡ ϕ [2π] ou θ ≡ ϕ+ π [2π].

Comme :

ϕ+ π 6≡ ϕ [2π]

ela orrespond toujours à deux points distints sur le erle trigonométrique.
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Exerie 38 :

• Si θ ≡ π
2 [π] alors on a sin θ = ±1 ainsi que cos θ = 0, et une telle valeur de θ ne peut

don pas être solution de l'équation donnée.

• Supposons don θ 6≡ π
2 [π] ou enore :

θ ∈ R \
{π

2
+ k π ; k ∈ Z

}

.

Alors on a cos θ 6= 0 et l'équation donnée est équivalente à :

tan θ =
√
3 = tan

π

3
.

L'ensemble des solutions de l'équation préédente est don :

S =
{π

3
+ k π ; ∈ Z

}

.

Exerie 39 :

L'équation proposée sin θ = cos 2 θ est dé�nie sur R et s'érit enore :

cos 2θ = cos
(π

2
− θ

)

. (∗)

Par suite, un réel θ est solution de (∗) si, et seulement si, on a :

• soit :

2θ ≡ π

2
− θ [2 π],

e qui donne : 3θ ≡ π
2 [2 π] ou enore :

θ ≡ π

6

[2 π

3

]

,

• soit :

2θ ≡ −π

2
+ θ [2 π],

e qui donne : θ ≡ −π
2 [2 π].

La fontion θ 7→ sin θ − cos 2 θ étant de période 2 π, on peut aratériser l'ensemble S des

solutions de (∗) par son intersetion ave [0, 2 π] qui est :

S0 =
{π

6
,
5 π

6
,
3π

2

}

·

Cela orrespond à 3 points sur le erle trigonométrique.

Exerie 40 :

L'équation proposée sin θ cos θ =

√
3

2
sin θ est dé�nie sur R et s'érit aussi :

(

cos θ −
√
3

2

)

sin θ = 0. (∗)

Étant donné qu'un produit de deux réels est nul si, et seulement si, l'un des deux est nul, un

réel θ est solution de (∗) si, et seulement si, on a :

• soit sin θ = 0, e qui est équivalent à θ ≡ 0 [π] ;
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• soit cos θ =
√
3
2 = cos π

6 , e qui est équivalent à θ ≡ ±π
6 [2π].

D'après e qui préède, θ est solution de l'équation si, et seulement si :

θ ≡ 0 [π] ou θ ≡ π

6
[2π] ou θ ≡ −π

6
[2π]

e qui orrespond à 4 points sur le erle trigonométrique

O x

y

b
θ ≡ π

6 [2π]

b
θ ≡ −π

6 [2π]

b θ ≡ 0 [2π]b
θ ≡ π [2π]

puisque la ondition i-dessus peut s'érire :

θ ≡ 0 [2π] ou θ ≡ π [2π] ou θ ≡ π

6
[2π] ou θ ≡ −π

6
[2π].

Exerie 41 :

Comme l'expression polynomiale 2 u2 − 3 u+ 1 s'annule pour u = 1, on peut érire :

∀θ ∈ R 2 cos2 θ − 3 cos θ + 1 = (cos θ − 1) (2 cos θ − 1) .

Par suite, θ est solution de l'équation donnée si, et seulement si, on a :

• soit cos θ = 1, e qui est équivalent à θ ≡ 0 [2 π] ;

• soit cos θ = 1
2 , e qui est équivalent à θ ≡ ±π

3 [2π].

Par suite, θ est solution de l'équation donnée si, et seulement si :

θ ≡ 0 [2π] ou θ ≡ π

3
[2π] ou θ ≡ −π

3
[2π].

e qui orrespond à 3 points sur le erle trigonométrique.

Exerie 42 :

Pour θ ∈ R, on a :

3 sin θ − cos2 θ + 3 = 3 sin θ − (1− sin2 θ) + 3

= sin2 θ + 3 sin θ + 2

= (sin θ + 1) (sin θ + 2).

Comme :

∀θ ∈ R sin θ + 2 > 1,

l'équation donnée a les mêmes solutions que l'équation :

sin θ = −1
e qui équivaut à :

θ ≡ −π

2
[2π].
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Exerie 43 :

Soit θ 6≡ 0 [π] ou enore θ ∈ R \ {k π ; k ∈ Z}.

• Comme le point Sθ se trouve sur la parallèle à Ox issue de B, il existe x ∈ R tel que les

oordonnées de Sθ soient (x, 1).

• Étant donné que les points 0, Mθ et Sθ sont alignés et que le veteur

−−→
OMθ est non nul,

on peut trouver k ∈ R tel que

−−→
OSθ = k

−−→
OM θ, e qui donne pour les oordonnées :

x = k cos θ et 1 = k sin θ.

On en déduit immédiatement k = 1
sin θ

et don x = cot θ.

Exerie 44 :

Pour θ 6≡ 0
[

π
2

]

, on a évidemment :

cot θ =
1

tan θ
·

Exerie 45 :

Supposons θ 6≡ 0 [π]. En divisant la relation fondamentale :

sin2 θ + cos2 θ = 1

par sin2 θ qui est alors non nul, on obtient :

1 + cot2 θ =
1

sin2 θ
·

Exerie 46 :

Soit θ et ϕ deux réels donnés. Dans le plan, rapporté à un repère orthonormé (0,~ı,~), onsi-
dérons les veteurs :

u = (cos θ, sin θ) et v = (cosϕ, sinϕ).

• Ave es notations, les réels θ et ϕ sont des mesures respetivement de l'angle orienté

̂(Ox, u)

et de l'angle orienté

̂(Ox, v).

• D'après la relation de Chasles, on a :

(̂u, v) = ̂(Ox, v) − ̂(Ox, u)

et ϕ− θ est don une mesure de l'angle orienté (̂u, v).

• Comme les veteurs u et v sont de norme 1, on a :

u · v = cos(u, v) = cos(ϕ− θ).

• En utilisant les omposantes de u et v dans repère orthonormé (0,~ı,~), on obtient :

u · v = cos θ cosϕ+ sin θ sinϕ.
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On en déduit :

cos(θ − ϕ) = cos θ cosϕ+ sin θ sinϕ.

Exerie 47 :

Une relation sur les angles omplémentaires donne :

sin(θ − ϕ) = cos
(π

2
− (θ − ϕ)

)

= cos
(π

2
− θ + ϕ

)

.

En utilisant la relation (i), on obtient :

cos
(

(π

2
− θ

)

+ ϕ
)

= cos
(π

2
− θ

)

cosϕ− sin
(π

2
− θ

)

sinϕ

et don :

sin(θ − ϕ) = sin θ cosϕ− cos θ sinϕ.

Exerie 48 :

Soit (θ, ϕ) ∈ R2
. On sait que :

ei(θ+ϕ) = ei θ ei ϕ

= (cos θ + i sin θ) (cosϕ+ i sinϕ).

En prenant les parties réelles puis imaginaires du membre de gauhe et du membre de droite

(que l'on s'e�ore de développer de tête), on obtient diretement les deux formules :

cos(θ + ϕ) = cos θ cosϕ− sin θ sinϕ

et

sin(θ + ϕ) = sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ.

Exerie 49 :

Posons M =
√
a2 + b2. Étant donné que les réels a et b ne sont pas nuls tous les deux, on a

don M 6= 0 et l'on peut poser :

α =
a

M
=

a
√

a2 + b2
et β =

b

M
=

b
√

a2 + b2
·

Comme α2 + β2 = 1, on peut trouver un réel ϕ tel que :

sinϕ = α et cosϕ = β.

Ave es notations, pour tout θ ∈ R, on a alors :

f(θ) = M (sinϕ cos θ + cosϕ sin θ) = M sin(θ + ϕ).
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Exerie 50 :

• Méthode 1 (si l'on tombe diretement sur e problème) : PosonsM ′ =
√
a2 + b2.

Étant donné que a et b ne sont pas tous deux nuls , on a M ′ 6= 0 et l'on peut poser :

α =
a

M ′
=

a
√

a2 + b2
et β =

b

M ′
=

b
√

a2 + b2
·

Comme α2 + β2 = 1, on peut trouver un réel ϕ tel que :

cosϕ = α et sinϕ = β.

Posons ϕ′ = −ϕ. Ave es notations, on a :

α = cosϕ′
et β = − sinϕ′.

Pour tout θ ∈ R, on a alors :

f(θ) = M (cosϕ′ cos θ − sinϕ′ sin θ) = M ′ cos(θ + ϕ′).

• Méthode 2 (en utilisant l'exerie préédent) : D'après l'exerie préédent, on

sait qu'il existe (M,ϕ) ∈ R2
tel que :

∀θ ∈ R f(θ) = M sin(θ + ϕ).

Posons ϕ′ = ϕ+ π
2 . Pour θ ∈ R, on a alors :

f(θ) = M sin
(

θ + ϕ′ − π

2

)

= −M cos(θ + ϕ′),

e qui prouve le résultat en prenant M ′ = −M .

Exerie 51 :

Soit θ ∈ R. On peut alors érire :

f(θ) = 2

(
√
3

2
cos θ +

1

2
sin θ

)

+ 2

= 2

(

sin
(π

3

)

cos θ + cos
(π

3

)

sin θ

)

+ 2

= 2 sin
(

θ +
π

3

)

+ 2.

Par suite, on a f(θ) = 0 si, et seulement si :

sin
(

θ +
π

3

)

= −1,

'est-à-dire et seulement si :

θ +
π

3
≡ −π

2
[2π]

ou enore :

θ ≡ −5π

6
[2π].
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Exerie 52 :

Soit θ ∈ R. On peut alors érire :

f(θ) = 3 cos θ + sin θ + 2

=
√
10

(

3√
10

cos θ +
1√
10

sin θ

)

+ 2.

Comme

(

3√
10

)2
+
(

1√
10

)2
= 1, on peut trouver un réel ϕ tel que :

sinϕ =
3√
10

et cosϕ =
1√
10
·

On a ainsi :

∀θ ∈ R f(θ) =
√
10 sin(θ + ϕ) + 2.

• Pour tout θ ∈ R, on a −1 6 sin(θ + ϕ) 6 1 et don :

2−
√
10 6 f(θ) 6 2 +

√
10.

• Comme :

2−
√
10 = f

(

− ϕ− π

2

)

et 2 +
√
10 = f

(

− ϕ+
π

2

)

on en déduit :

min f = 2−
√
10 et max f = 2 +

√
10.

Exerie 53 :

Comme θ + ϕ 6≡ π
2 [π], on a :

tan (θ + ϕ) =
sin (θ + ϕ)

cos (θ + ϕ)
=

sin θ cosϕ+ sinϕ cos θ

cos θ cosϕ− sin θ sinϕ
·

Comme θ 6≡ π
2 [π] et ϕ 6≡ π

2 [π], on a :

cos θ cosϕ 6= 0

et l'on peut don diviser numérateur et dénominateur par cos θ cosϕ, e qui donne :

tan (θ + ϕ) =
tan θ + tanϕ

1− tan θ tanϕ
·

Exerie 54 :

• Si mm′ = −1, alors les droites D et D′
sont perpendiulaires et l'angle

̂(D,D′) a pour

mesure

π
2 modulo π.

• Sinon, on peut érire :

tan ̂(D,D′) = tan
(

̂(Ox,D′)− ̂(Ox,D)
)

=
tan ̂(Ox,D′)− tan ̂(Ox,D)
1 + tan ̂(Ox,D′) tan ̂(Ox,D)

=
m′ −m

1 +mm′
·
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Exerie 55 :

• La droite D1, d'équation 3 x− y + 1 = 0, a pour pente 3 et don :

tan ̂(Ox,D1) = 3 ;

• La droite D2, d'équation 4 x+ 2 y − 5 = 0, a pour pente −2 et don :

tan ̂(Ox,D2) = −2.

Comme le produit de es pentes est di�érent de −1, es deux droites ne sont pas perpendiu-

laires et tan ̂(D1,D2) existe. On peut alors érire :

tan ̂(D1,D2) = tan
(

̂(Ox,D2)− ̂(Ox,D1)
)

=
tan ̂(Ox,D2)− tan ̂(Ox,D1)

1 + tan ̂(Ox,D1) tan ̂(Ox,D2)

= 1.

Par suite,

̂(D1,D2) a pour mesure

π

4
modulo π.

Exerie 56 :

Soit θ ∈ R. En utilisant la relation :

sin(2 u) = 2 sinu cosu,

on obtient suessivement :

f(θ) = cos θ cos
(θ

2

)

cos
(θ

4

)

sin
(θ

4

)

=
1

2
cos θ cos

(θ

2

)

sin
(θ

2

)

=
1

4
cos θ sin θ

=
1

8
sin 2 θ.

On en déduit immédiatement que :

min f = −1

8
et max f =

1

8
·

Remarque Une telle transformation sera aussi la bienvenue le jour où l'on aura à aluler

des dérivées suessives de la fontion f .

Exerie 57 :

Soit θ ∈ [−π, π]. On a

cos2
(θ

2

)

=
1

2
(1 + cos θ)
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et don

cos
(θ

2

)

= ±
√

1 + cos θ

2
·

Comme

θ

2
∈
[

−π

2
,
π

2

]

, on a cos
(θ

2

)

> 0 et don :

cos
(θ

2

)

=

√

1 + cos θ

2
·

Exerie 58 :

• Ave les hypothèses, on peut utiliser la formule permettant de développer tan( θ2 +
θ
2 ) et

on obtient diretement :

tan θ =
2 tan

(

θ
2

)

1− tan2
(

θ
2

) =
2 t

1− t2
·

• Pour tout θ réel, on a :

cos θ = cos2
(θ

2

)

− sin2
(θ

2

)

·

Comme θ 6≡ π [2π] et don
θ

2
6≡ π

2
[π], on a cos2

(θ

2

)

6= 0,

e qui permet d'érire :

cos θ = cos2
(θ

2

)

(

1− tan2
(θ

2

)

)

·

Étant donné que :

cos2
(θ

2

)

=
1

1 + tan2
(

θ
2

) ,

on en déduit :

cos θ =
1− tan2

(

θ
2

)

1 + tan2
(

θ
2

) =
1− t2

1 + t2
·

• Pour θ 6≡ π
2 [π], on a :

sin θ = tan θ cos θ.

Si de plus θ 6≡ π [2π], alors tan
(

θ
2

)

est dé�ni et l'on a :

sin θ =
2t

1− t2
1− t2

1 + t2
=

2t

1 + t2
·

Pour terminer, il su�t de véri�er que ette formule reste vraie pour θ ≡ π
2 [π], e qui

est immédiat puisqu'alors :

∗ si θ ≡ π
2 [2π], on a sin θ = tan

(

θ
2

)

= 1,

∗ si θ ≡ −π
2 [2π], on a sin θ = tan

(

θ
2

)

= −1.
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Exerie 59 :

Posons t = tan π
8 . Comme

π
4 = 2× π

8 , on a :

1 = tan
π

4
=

2 tan π
8

1− tan2 π
8

=
2 t

1− t2
·

On en déduit :

t2 + 2 t− 1 = 0

et don :

(t+ 1)2 − 2 = 0

e qui entraîne :

t = −1±
√
2.

Comme

π
8 ∈ [0, π2 [, on a tan π

8 > 0 et don :

tan
π

8
=
√
2− 1.

Exerie 60 :

Soit θ ∈ R. Posons :

f(θ) = sin θ sin
(

θ +
π

3

)

sin
(

θ +
2 π

3

)

·

Comme :

2 sin
(

θ +
π

3

)

sin
(

θ +
2 π

3

)

= cos
π

3
− cos(2 θ + π)

=
1

2
+ cos(2 θ),

on a :

f(θ) =
1

4
sin θ +

1

2
sin θ cos(2 θ)

=
1

4
sin θ +

1

4

(

sin(3 θ)− sin θ
)

=
1

4
sin(3 θ).

Par suite, le réel k = 4 onvient et don, pour tout θ ∈ R, on a :

sin(3 θ) = 4 sin θ sin
(

θ +
π

3

)

sin
(

θ +
2 π

3

)

·

Exerie 61 :

Soit θ et ϕ deux réels donnés. Posons :

u =
θ + ϕ

2
et v =

θ − ϕ

2
·

On a alors :

θ = u+ v et ϕ = u− v.
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• Pour les sommes et di�érenes de osinus

On peut alors érire :

cos θ = cos(u+ v) = cosu cos v − sinu sin v (i)

ainsi que :

cosϕ = cos(u− v) = cosu cos v + sinu sin v. (ii)

En faisant le somme des de (i) et (ii), on obtient :

cos θ + cosϕ = 2 cosu cos v = 2 cos
(θ + ϕ

2

)

cos
(θ − ϕ

2

)

·

En retranhant (ii) à (i), on obtient :

cos θ − cosϕ = −2 sinu sin v = −2 sin
(θ + ϕ

2

)

sin
(θ − ϕ

2

)

·

• Pour les sommes et di�érenes de sinus

De même, on peut érire :

sin θ = sin(u+ v) = sinu cos v + sin v cosu (i)

ainsi que :

sinϕ = sin(u − v) = sinu cos v − sin v cosu (ii)

En faisant la somme de (i) et de (ii), on obtient :

sin θ + sinϕ = 2 sinu cos v = 2 sin
(θ + ϕ

2

)

cos
(θ − ϕ

2

)

·

En retranhant (ii) à (i), on obtient :

sin θ − sinϕ = 2 sin v cosu = 2 sin
(θ − ϕ

2

)

cos
(θ + ϕ

2

)

·

Exerie 62 :

Si dans la relation :

cos θ + cosϕ = 2 cos
(θ − ϕ

2

)

cos
(θ + ϕ

2

)

,

on remplae ϕ par π − ϕ, on obtient :

cos θ − cosϕ = 2 cos
(θ + ϕ

2
− π

2

)

cos
(θ − ϕ

2
+

π

2

)

·

D'après les formules onernant les angles omplémentaires et les angles di�érant de

π
2 , on

obtient :

cos θ − cosϕ = −2 sin
(θ + ϕ

2

)

sin
(θ − ϕ

2

)

·
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Exerie 63 :

1. Pour θ et ϕ réels, on a :

eiθ + eiϕ = ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 + ei
ϕ−θ

2

)

= ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 + e−i
θ−ϕ

2

)

= 2 ei
θ+ϕ
2 cos

(θ − ϕ

2

)

·

On a de même :

eiθ − eiϕ = ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 − ei
ϕ−θ

2

)

= ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 − e−i
θ−ϕ

2

)

= 2 i ei
θ+ϕ
2 sin

(θ − ϕ

2

)

·

2. Pour θ et ϕ réels, on a :

cos θ + cosϕ = Re(eiθ) + Re(eiϕ)

= Re(eiθ + eiϕ).

Or :

eiθ + eiϕ = ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 + ei
ϕ−θ

2

)

= 2 ei
θ+ϕ
2 cos

(θ − ϕ

2

)

·

Comme 2 cos
(

θ−ϕ
2

)

∈ R, la partie réelle de e qui préède est :

2 cos
(θ − ϕ

2

)

Re
(

ei
θ+ϕ
2

)

= 2 cos
(θ − ϕ

2

)

cos
(θ + ϕ

2

)

·

On en déduit :

cos θ + cosϕ = 2 cos
(θ − ϕ

2

)

cos
(θ + ϕ

2

)

·

De même, pour θ et ϕ réels, on a :

cos θ − cosϕ = Re(eiθ)− Re(eiϕ)

= Re(eiθ − eiϕ).

Or :

eiθ − eiϕ = ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 − ei
ϕ−θ

2

)

= 2 i ei
θ+ϕ
2 sin

(θ − ϕ

2

)

·

Comme 2 sin
(

θ−ϕ
2

)

∈ R, la partie réelle de e qui préède est :

−2 sin
(θ − ϕ

2

)

Im
(

ei
θ+ϕ
2

)

= −2 sin
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

·

On en déduit :

cos θ − cosϕ = −2 sin
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

·
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3. Pour θ et ϕ réels, on a :

sin θ + sinϕ = Im(eiθ) + Im(eiϕ)

= Im(eiθ + eiϕ).

Or :

eiθ + eiϕ = ei
θ+ϕ
2

(

ei
θ−ϕ

2 + ei
ϕ−θ

2

)

= 2 ei
θ+ϕ
2 cos

(θ − ϕ

2

)

·

Comme 2 cos
(

θ−ϕ
2

)

∈ R, la partie imaginaire de e qui préède est :

2 cos
(θ − ϕ

2

)

Im
(

ei
θ+ϕ
2

)

= 2 cos
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

·

On en déduit :

sin θ + sinϕ = 2 cos
(θ − ϕ

2

)

sin
(θ + ϕ

2

)

·

La dernière relation s'en déduit en hangeant ϕ en −ϕ.

Exerie 64 :

Soit θ ∈ ]0, π6 [. En posant D = sin 2θ − sin 4θ + sin 6θ, on a :

D = −2 sin θ cos 3θ + sin 6θ

= 2 cos 3θ (− sin θ + sin 3 θ) .

De même, en posant N = 1− cos 2θ + cos 4θ − cos 6θ, on a :

N = 1− cos 6θ − (cos 2θ − cos 4θ)

= 2 sin2 3θ − 2 sin θ sin 3θ

= 2 sin 3θ (sin 3θ − sin θ) .

• Étant donné que :

D = 2 cos 3θ (− sin θ + sin 3 θ) = 4 cos 3θ sin θ cos 2θ

et que :

0 < θ 6 2θ 6 3θ <
π

2
,

il est immédiat que D 6= 0 et que N/D est dé�ni.

• En utilisant les deux premières formes fatorisées, on déduit :

1− cos 2θ + cos 4θ − cos 6θ

sin 2θ − sin 4θ + sin 6θ
=

N

D
= tan 3 θ.
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Exerie 65 :

En fatorisant haun des deux membres, l'équation s'érit :

sin
(θ

2

)

sin
(3 θ

2

)

= sin
(3 θ

2

)

cos
(3 θ

2

)

ou enore :

sin
(3 θ

2

)

(

sin
(θ

2

)

− cos
(3 θ

2

)

)

= 0.

L'équation donnée se déompose don, et un réel θ en est solutions si, et seulement si, on a :

• soit sin 3 θ
2 = 0, e qui donne :

θ ≡ 0
[2π

3

]

;

• soit cos 3 θ
2 = sin θ

2 = cos
(

π
2 − θ

2

)

; il y a alors deux possibilités :

∗ d'une part

3 θ
2 ≡ π

2 − θ
2 [2π], e qui donne :

θ ≡ π

4
[π] ;

∗ d'autre part

3 θ
2 ≡ −π

2 + θ
2 [2π], e qui donne :

θ ≡ −π

2
[2π].

Par suite l'ensemble des solutions dans [0, 2π[ de l'équation donnée est :

S =

{

0,
π

4
,
2 π

3
,
5 π

4
,
4 π

3
,
3 π

2

}

·
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