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Autour du trinéme

Avant de commencer !
e Vous pouvez lire ou relire <l'introduction> qui explique le but de ce travail.

e Si nécessaire, voir aussi le <mode d’emploi> pour les liens <www>

Le but de ce chapitre est de vous proposer une déambulation autour de ce que 1’on
appelle classiquement le trinome du second degré, et de vous montrer, a 1’aide de
ce théme important que vous avez déja souvent croisé, qu’avec un peu de réflexion
vous étes capable de justifier rapidement par vous-méme les résultats associés.

La part des exercices et des questions est ici prédominante afin de vous faire acqué-
rir les mécanismes vous permettant a l’avenir de pouvoir retrouver rapidement ces
résultats et leur justifications, sans évidemment les apprendre par cceur.

Méme si un tel comportement ne vous a pas été indispensable jusqu’a présent, vu le
nombre assez limité de propriétés que vous aviez a connaitre, vous allez rapidement
vous rendre compte I’an prochain, vu I'inflation du volume de votre cours, que la
mémoire seule ne peut suffire!

Ce que je vous propose ici, si I’on veut prendre une comparaison informatique, c¢’est
d’augmenter la vitesse du processeur (ce qui est possible avec un peu d’entrainement)
plutot que d’augmenter la taille de la mémoire de masse.

e Vous vous rendrez compte alors que les démonstrations que vous avez vues
en cours (que vous verrez en cours) ne sont en fait que des exercices hyper
classiques et qu’il est absolument inutile, voire nuisible, de les apprendre par
coeur, méme si c’est la premier réflexe que I’on peut avoir pour essayer d’assurer
une bonne note a la prochaine interrogation.

e Vous verrez aussi comment |’utilisation conjointe ou croisée de diverses ap-
proches, qui sont peut-étre encore pour l'instant dans des compartiments bien
séparés et bien étanches de votre cerveau, permet de vous faciliter le travail
en confirmant ou infirmant certaines idées.

Dans un premier temps un trindbme du second degré est une « expression » du type
az?+ bx + c dans laquelle :

e a, b et ¢ sont des nombres ou des paramétres réels (ou complexes) avec a # 0,
e 1 est une variable réelle (ou complexe).

Pour 'instant je reste volontairement vague sur la nature exacte de l'objet en ques-
tion, mais a partir de ces données, on peut s’intéresser :

e lorsque a, b et ¢ sont réels, a la fonction z +— ax? + bx + ¢ et donc peut-étre
a ses variations, son signe et/ou & sa représentation graphique,

e dans le cas général, aux racines de I’équation ax? +bx + ¢ = 0.

Certaines des questions qui suivent sont élémentaires et leurs réponses évidentes,
n’ayez donc pas peur de faire simple!
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I. Cas ou les coefficients a, b et ¢ sont réels

Dans toute cette premiére partie, et sauf indication particuliére,
e a, b et c désignent des réels donnés avec a # 0;
e 1 désigne une variable réelle.
Avec ces hypothéses, a € R*, b € R et ¢ € R, on dispose donc d’une fonction :

f: R — R
x — ar’+br+c

dont on pourra, au choix et dans un ordre quelconque, étudier les variations, le signe,
la représentation graphique et les racines.

1. Un probléme d’identification
La fonction :
f:r R — R
r — ax?+bx+tc
est donc une fonction polynomiale (¢f. chapitre sur les X3). Nous avons déja établi,
pour une fonction polynomiale quelconque, I'unicité des coefficients permettant de

’écrire. L’exercice suivant vous en propose une démonstration (plus simple) dans le
cas particulier des fonctions polynomiale de degré au plus 2.

Ex1: Soita€eR,beRetceR. (Ici on ne suppose donc pas a # 0).
1. En supposant que l'on a :
VeeR az’+bx+c=0,

montrer que a =b=c=0.

2. Soit a’, b’ et ¢ des réels tels que :
VieR az?+br+c=d 2> +Vz+c.
Déduire de la question précédente que a =a’, b=10 et c=¢. p.25
Le résultat que vous venez d’établir dans I’exercice précédent est un résultat d’iden-
tification. En effet il dit que si, en chaque point, les deux fonctions

f: R — R et g: R — R
r — ax’+bxr+c r — da+bar+c

prennent les mémes valeurs, alors les coefficients correspondants sont égaux.

Remarque Il faut bien garder a I’esprit que 1’on ne peut « identifier » des expres-
sions analogues pour en déduire ’égalité de certaines de leurs parties qu’aprés avoir,
comme ci-dessus, démontré un résultat d’unicité. Il faudra y penser lorsque (souvent
pour vous éviter de réfléchir) vous vous poserez (ou vous poserez a un interlocuteur
quelconque) une question du type : « a~t-on le droit d’identifier 7 ». il ne s’agit pas
d’un droit (acquis) mais d’un résultat, en fait un résultat d’unicité, que 1’on doit
avoir démontré pour pouvoir 1’utiliser.
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Sur la méthode utilisée dans ’exercice précédent

e On a commencé par démontrer un cas particulier, en fait avec o’ =0 = ¢ =0,
ce qui simplifie ’écriture de la partie technique de la démonstration : on n’uti-
lise alors que 3 paramétres au lieu de 6.

e Ensuite, on a utilisé ce résultat particulier pour démontrer, et alors trés rapi-
dement, le cas général.

C’est une démarche courante en mathématiques.

2. Forme canonique

La mise sous forme canonique est une transformation permettant de trouver des
nombres réels [ et v tels que :

Ve eR az®+bx+c=a((z+8)+7).

Méthode On pourrait évidemment chercher les réels o et § en développant le
membre de droite et en identifiant les coefficients, mais ce n’est ni élégant ni efficace.
Il est préférable de commencer par mettre a en facteur puis de considérer que x2+3 x
est le début d’un carré.

Ex 2 : Realiser la mise sous forme canonique précédente et préciser les valeurs de réels
et v en fonction de a, b et c.

Remarque Il n’y a évidemment aucune formule & retenir concernant cette mise
sous forme canonique. Tout ce dont il faut se souvenir, c¢’est de 'astuce initiale :
mettre a en facteur et « faire apparaitre » un carré. Mais cela vous reviendra auto-
matiquement lorsque vous en aurez besoin dés que vous aurez refait trois ou quatre
fois le calcul, bien str en le réfléchissant a chaque fois et non pas en faisant un
copier-coller a partir de la solution précédente !

Ex 3: Mettre 222 + 52 + 6 sous forme canonique.

Ex 4: Soit # € R. Mettre 22 — 2z cosf + 1 sous forme canonique.
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3. Racines réelles du trindme a coefhicients réels

On rappelle que, sauf indication particuliére, a, b et ¢ désignent des réels avec a # 0.

a) Discriminant et racines

La mise sous forme canonique précédente (ne pas hésiter a la refaire, sans regarder
ce qui a déja été fait) permet de prouver que I’équation :

ar®* +br+c=0 (E)
posséde (au moins) une solution réelle si, et seulement si, A =0? —4ac > 0.

Remarque
e Vous savez certainement que ce réel A s’appelle discriminant de I’équation.
e Pour une telle équation du second degré, on parle aussi bien de solution réelle

de I’équation que de racine réelle du trin6me.

Ex 5 : Justifier le résultat précédent.

Ex 6 : Lorsque ’équation (E) posséde (au moins) une solution réelle, décrire I’ensemble
de ses solutions.

Grace aux deux exercices précédents vous venez de (re-)démontrer que si a, b et ¢
sont trois réels tels que a # 0, alors on peut déterminer le nombre de solutions
réelles, de I’équation a 2% + bz + ¢ = 0 en étudiant son discriminant :

A=b —4dac.

Plus précisément, I’équation a2 + bz +c =0 :
e ne posséde aucune racine réelle si A < 0;
. . . , . . b
e posséde une unique racine réelle si A = 0; cette racine est alors g
a
e posséde exactement deux racines réelles (distinctes) lorsque A > 0

dans ce cas, si 'on désigne par § une racine de A, alors ces racines sont :
—b—90 —b+9
et .
2a 2a

Ex 7 : Lorsque I'équation (E) posséde deux racines distinctes, comparer la description
des racines que ’on vient de donner ci-dessus avec celle que vous avez vue dans
le secondaire.

Remarque de rédaction (Quand on a besoin d’'introduire un discriminant pour
étudier une équation du second degré, que ce soit & 'oral ou a I’écrit, il n’est pas
correct de parler simplement du « A de I’équation », méme si A est une notation
souvent utilisée dans un tel cas; il faut absolument, comme on le verra dans les
rédactions qui suivent, une phrase du type « le discriminant A de cette équation,
qui vaut A =--- ».
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Ex 8 :  Soit § un parameétre donné de Uintervalle |0, 7[.

Résoudre I’équation : 22 —2x cosf + 1 = 0.
Ex 9: Soit # € R. Résoudre 'équation : 22 — 2z cosd + cos 20 = 0.
Ex 10 : Résoudre I’équation : (22 — 1) (32 —2) = 0.

Ex 11 : Siac <0, que peut-on dire du nombre de racines de ’équation :
ar’+bx+c=07

Ex 12 : Lorsque a # 0 et ¢ = 0, résoudre I'équation ax? + bx = 0.

Ex13: Soitac R, beRetceRainsique f: R — R
r — ar’+brtc

1. En supposant qu’il existe trois réels distincts x1, x2 et x3 tels que :
f(ar) = fx2) = f(x3) =0,
montrer a = b =c=0.
2.%itd eR, ¥ eRet d €eRainsiqueg: R — R
r — d2?+Vr+d
En supposant qu’il existe trois réels distincts x1, x2 et x3 tels que :

flx1) = g(x1), f(x2) = g(w2) et f(x3) = g(x3),

montrer que 'onaa=ad,b=0b0¢etc=".

3. A quoi vous fait penser le résultat précédent ?

Ex 14 : Racines entiéres d’une équation a coefficients entiers

Dans cet exercice on suppose a € Z*, b € Z et ¢ € Z. Montrer que toute racine
entiére de ’équation az? + bz + ¢ = 0 est un diviseur de c.

Ex 15 : Quelles sont les valeurs entiéres de b pour lesquelles 1’équation :
22 +bx+11=0

posséde une racine entiére ?

b) Factorisation et signe du trindéme
Nous allons ici relier racines et factorisation d’un trinéme du second degré.

Ex 16 : Montrer que, si A =b%> —4ac > 0, alors il existe des nombres réels z; et xo (pas
forcément distincts) tels que :

VzeR ax?+br+c=a(x—x1)(z—20).

Ex 17 : Soit a € R*, b € R et ¢ € R, ainsi que z1 et zo des réels (pas forcément distincts)
tels que :
Ve €R az?+bx+c=alr—x)(x— x9).

1. Que peut-on dire des racines de 'équation a2? +bx +c=07
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2. Peut-on en déduire que 'on a: A =b>—4ac>07

Résultat Dans les exercices précédents, on a donc prouvé que si a, b et ¢ sont
trois réels tels que a # 0, alors 'équation ax? +bx +c =0

e posséde comme racines les nombres réels distincts z; et x5y si, et seulement si,

Ve eR ax®*+br+c=a(r—m)(z—29) ;

e possede comme racine le seul nombre réel zq si, et seulement si,
2
VeeR ax’+br+c=a(r—m)° ;

c’est pourquoi on dit dans ce cas que z( est racine double du trinéme.

C’est ainsi que I’on aboutit & I’énoncé suivant : lorsque 'on a A = b*> —4ac > 0,
I'équation ax? + bx + ¢ = 0 posséde deux racines distinctes ou confondues.

On peut maintenant donner un résultat concernant le signe du trindome.
WWW Ex 18 : Que peut-on dire du signe de :
fz)=ax®+bz+c
lorsque la variable x décrit R ? p.31

WWW Ex 19 : Soit a, b et ¢ trois réels quelconques tels que :
VeeR az’+bx+c>0.

Montrer que I'on a b%> —4ac < 0. p.32

c) Relations entre les coefficients et les racines

Lorsque I'équation du seconde degré a x® + bx + ¢ = 0 posséde deux racines réelles
(distinctes ou confondues), il est possible, sans calculer ces racines, d’en exprimer la
somme et le produit en fonction des coefficients a, b et c.

WWW Ex 20 : On suppose ici que 'équation ax? + bx + ¢ = 0 posséde deux racines réelles z;
et xo distinctes (i.e. x1 # x2) ou confondues (i.e. x1 = x3).

1. Expliciter s = x1 + 22 et p = x1 z2 en fonction de a, b et c.
2. Que vaut A en fonction de z1 et x5 7 p-32

Proposition 1
Lorsque I'équation az? + bx + ¢ = 0 posséde deux racines réelles (distinctes ou
confondues) notées 1 et x5, alors :

e leur somme s = x1 + x5 vaut s = ——;
a

) c
e leur produit p = x1 x5 vaut p = — -
a
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Méthode Il faut pouvoir écrire ces relations sans la moindre hésitation, mais
lorsque 'on ne les a pas utilisées depuis longtemps il est humain d’hésiter. Au lieu
de sortir alors des formules au hasard, il suffit de faire le développement (de téte si
possible et dés que possible) de l'identité :

ar’ +br+c=a (v —x) (v — 29)
pour retrouver :

b=—a(xy+x3) et c=a(ryxs)
ce qui donne immédiatement les formules précédentes.

Remarque Maintenant que ¢ a un statut particulier, on peut reformuler le ré-

sultat de I'exercice 11 de la page 6. Comme les deux réels £ et ac ont méme signe,

sil'on a £ < 0, alors on peut, sans calculer le discriminant, affirmer directement que
I’équation posséde deux racines réelles distinctes.

Ex 21 : On considére ici I'équation : 22 + 3z —1 = 0.

1. Vérifier qu’elle posséde deux racines réelles distinctes x1 et xo.
2. Calculer 2% + 3.

3. Simplifier de méme z3 + 3.
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En fait, on peut compléter la proposition précédente.

Proposition 2
Si s et p sont deux réels donnés, alors les réels x; et xo vérifient :

r1+x9 =S58 et T1XTo =D

si, et seulement si, ce sont les racines de I’équation : 22 — sz + p = 0.

Ex 22 : Démontrer la proposition précédente. p-33

Méthode L’utilisation du résultat précédent permet de déterminer facilement
deux nombres réels dont on connait la somme et le produit. C’est une méthode bien
plus efficace que celle qui consisterait a « tirer I'une des inconnues en fonction de
I’autre », et qui, au bout d’'un calcul laborieux, vous aménerait a la méme équation.

Ex 23 : Quels sont les réels dont la somme est 4 et le produit —17 p.34

Ex 24 : Quels sont les réels dont la somme est —1 et le produit 47 p.34

Inversement, le résultat de la proposition précédente peut aussi permettre de ré-
soudre sans calcul une équation du second degré.

Ex 25 : Résoudre Iéquation : 22 — 152 + 26 = 0. p.34
Un outil de vérification La somme et du produit des racines permettent aussi

de vérifier le calcul des racines d’une équation du second degré. Par exemple, dans
'exercice 9, on a trouvé que les racines de 22 — 22 cosf + cos 20 = 0 sont :

r1 =cosh —sinf et xy = cosf +sinf.

Il n’est pas vraiment immeédiat de vérifier ces valeurs en les substituant dans 1’équa-
tion. En revanche, il est facile d’en faire la somme et le produit et de vérifier :

r1+ T9 =2 cosf ainsi que w119 = cos20.

4. Variations, représentations graphiques

Dans toute cette partie, on suppose le plan rapporté a un repére orthonormé (O, 7, 7).

e Pour tout (z,y) € R? la notation M}Z
signifie que M est le point du plan dont x et y
sont les coordonnées par rapport a (O,7,7)

R
ou encore OM =z7+ y 7.

e Pour tout (a,3) € R? la notation ﬁ‘g

signifie que u est le vecteur du plan dont «
et 5 sont les composantes par rapport a (7, 7)
ou encore 4 = a7+ (7.
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Si f est une fonction de R dans R, la courbe d’équation y = f(x) est, par
définition, I’ensemble des points M Z du plan tels que y = f(x); cette courbe est

aussi appelée représentation graphique de f.
Allure d’une courbe

e Lorsque I’on a besoin d’une représentation graphique précise d’une telle courbe
(pour résoudre graphiquement un probléme par exemple), il est indispensable
d’en calculer bon nombre de points voire d’utiliser un outil de tracé graphique.
Ne vous privez pas, au début, de le faire pour les courbes qui vont suivre.

e En revanche, dans de nombreux problémes théoriques, il suffit seulement de
donner I’allure de la courbe, c’est-a-dire de la tracer rapidement en mettant
en évidence ses propriétés intéressantes mais sans devoir déterminer d’innom-
brables points ni avoir recours a votre calculatrice (graphique) préférée.

Il faut savoir le faire sans hésiter pour les courbes classiques, en particulier
pour celles que nous allons voir dans la suite.

a) Monotonie d’une fonction

Profitons de cette partie pour parler de quelques symboles mathématiques.

Soit [ une partiede Ret f: I — R une fonction de I dans R.
z — f(2)

e Vous savez que la fonction f est croissante si :
pour tout = € I et pour tout y € I, alors < y entraine f(z) < f(y). (4)

Cela s’écrit de facon plus synthétique avec des symboles mathématiques :
Veel Vyel z<y= f(z)<f(y). (i)

x Le symbole « V », appelé quantificateur universel, se lit « pour tout ».
x Le symbole « = », appelé implication, se lit « entraine ».

Ainsi, la phrase mathématique (iz), on dit aussi ’assertion (ii), traduit de
fagon plus compacte et plus lisible la phrase initiale (7).

Remarque Le groupe « z <y = f(x) < f(y) » si lit aussi trés souvent :
si x <y, alors f(x) < f(y).

Ex 26 : Montrer que la fonction w: [0,+00[ — R est croissante.
r — 2
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e Si 'on veut exprimer que la fonction f n’est pas croissante, il suffit de
nier la phrase initiale (i) et de dire :

il existe = € [ et il existe y € I tels que x < y mais avec f(z) > f(y);
ou encore :
on peut trouver x € [ et y € I tels que x < y mais avec f(z) > f(y).

Cela aussi s’écrit de fagon plus synthétique avec des symboles mathématiques :
drel Jyel x<y et f(x)> f(y).

Le symbole « 3 » est appelé quantificateur existentiel, et se lit « il existe ».

Ex 27 : Montrer que la fonction f: R — R n’est pas croissante.
T +— w2

e De méme, pour exprimer que f est décroissante, on écrit :

Veel Vyel z<y= f(z)=f(y)

Ex 28 : Montrer que la fonction v : ]—00,0] — R est décroissante.
r —

e Et pour exprimer que f n’est pas décroissante, on écrit donc :

dJrel Jyel z<y et f(x)<f(y).

Ex 29 : Pierre dit que la fonction w: [0,+00[ — R ne peut pas étre décrois-
r — 22
sante puisqu’elle est croissante. Qu’en pensez-vous ?

Les fonctions u et v des exercices 26 et 28 sont des restrictions de la fonction :

f:r R — R .
r — a?
Usuellement, on n’utilise pas deux noms de fonctions différents mais on dit que :
e la fonction f est croissante sur [0, 4o00[;
e la fonction f est décroissante sur |—oo, 0].

Quand on étudie les variations d’une fonction, on résume toujours les résultats sous
la forme d’un tableau de variations. Pour la fonction f précédente, cela donne :

T | —o0 0 +0o0

f\/

0
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Dans ce tableau de variations, il est d’usage de mettre (quand elles existent) les
limites aux bornes mais ce n’est pas une obligation si I’on le demande pas explici-
tement. Dans le cas de la fonction f précédente, on connait ces limites, et 'on peut
donc compléter le tableau.

T | —00 0 +00

+

o0 +
f \O/

o

Remarque On dit qu'une fonction f : I — R est monotone si elle est croissante
ou si elle est décroissante.

Ex 30 : La fonction f: R — R est-elle monotone?
T +— x2

b) Variations et représentation graphique de z — a z?

Dans toute cette partie,
e a désigne un réel non nul et on considére la fonction: f,: R — R
e on note I', la courbe d’équation y = f,(z).

Vous savez que cette fonction f, est dérivable; cela pourrait servir.

Ex 31 : Que pouvez-vous dire des variations de la fonction f,?

Ex 32 : Quelques questions évidentes sur les courbes I',.

1. Quel point remarquable appartient & toute courbe I', ?
Que dire de la tangente & I'; en ce point ?
2. Quelle droite est axe de symétrie de toute courbe I'; ?
3. Pour a > 0, dans quel demi-plan se trouvent toutes les courbes I', 7

4. Pour a donné, que peut-on dire des courbes I'y et I'_, 7

Les remarques (évidentes) faites dans les exercices précédents doivent vous permettre
de donner l'allure de chaque courbe I',.

Ex 33 : Pour a donné, quelle est ’allure de la courbe I', 7

Si0 < ap < ag, que peut-on dire des courbes I'y, et 'y, 7

Méthode Au niveau post-bac, il est indispensable de pouvoir donner rapidement
(et méme mentalement) I’allure d’une telle courbe car la visualisation d’une repré-
sentation graphique peut fournir idées et pistes, voire, a l'inverse, éviter quelques
énormités. D’une fagon générale, quand vous pensez a une fonction, il est bon de
penser aussi au graphe de cette fonction.
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c) Variations et représentation graphique de = +— a2® + bz + ¢

Dans toute cette partie,
e a, bet csont des réels donnés avec a # 0,

e on note f 'application f: R — R
r — ax’+bx+c

L’utilisation de la dérivée permet d’étudier facilement les variations de f, puis de

prouver que la courbe I' d’équation y = f(x) posséde un axe de symétrie vertical.
C’est ’objet de I'exercice suivant.

Ex34: Soit f: R — R
x — azi+4br+ec

1. Etudiez les variations de f.
2. Montrer que sa courbe I' posséde un axe de symétrie vertical.

3. Donner ’allure de la courbe I'.

Définition 1
La courbe ' d’équation y = ax? + bz + ¢ (avec a # 0) est une parabole.

e Lorsque a > 0, on dit que I' tourne sa concavité vers le haut.

e Lorsque a < 0, on dit que I' tourne sa concavité vers le bas.

Dans les tableaux de variations précédents, nous n’avons pas mis les limites de f
en +oo. Elles sont moins évidentes que dans la partie précédente car il peut y avoir
forme indéterminée. Nous allons préciser cela dans I’exercice suivant.

Ex 35 : Soit la fonction f: R — R
r — ar’+brtc

1. Rappeler la régle que vous connaissez sur les limites de f en +oo.
2. Comment justifie-t-on cette régle?

3. Compléter les tableaux de variations précédents.

Maintenant que nous avons des tableaux de variations complets de :
fix—=ax®*+br+c
nous pouvons faire le lien avec la partie [.3. concernant les racines de 1’équation :

ar’+bx+c=0.
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Ex 36 : Discussion graphique du nombre de racines de I’équation f(x) = 0.

1. Préciser 'allure de I' en tenant compte des racines de f(x) = 0.
2. Comment relier ces résultats avec ceux de la partie sur les racines ?

3. Donner une interprétation graphique de la formule concernant la somme
des racines de 'équation f(z) = 0.

Méthode Les représentations graphiques précédentes nous ont permis, de « jus-
tifier graphiquement » le nombre de racines de I’équation f(z) = 0. Dés que I'on sait
rapidement donner ’allure de la courbe d’équation y = f(x), il est immédiat d’avoir
ainsi I'idée du résultat. Ensuite, une justification rigoureuse peut (doit) toujours se
faire a I'aide du théoréme des valeurs intermédiaires.

Exemple

Supposons a > 0 et considérons le cas f (—%) < 0, ce qui équivaut alors & A > 0.
Le tableau de variations de f est alors :

x —00 ~ % +00
f'(z) - 0+
+0o0 +00
f ¢ /
F(3)

e Etant donné que f est continue, que f (—Q—ba) < 0 et que lim, ,4, f = 400,

le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que I’équation f(z) =
0 posséde au moins une racine sur l'intervalle I = [—%, +00 [

e Or la fonction f est strictement croissante sur I, c’est-a-dire qu’elle vérifie :
Veel Yyel z<y= f(x)< f(y);
par suite, une telle racine est forcément unique.

Remarque

e Dans l'exemple précédent, la croissance de la fonction n’aurait pas suffi pour
justifier I'unicité de la racine car une fonction croissante peut trés bien étre
constante sur un intervalle non réduit a un point.

e Par convention, dans un tableau de variations, la fleche N\, (resp. ) signifie
que la fonction est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur
I'intervalle correspondant.

Ex 37 : Sur le tracé de la courbe I' d’équation y = a2? + b + ¢, que peut-on lire en ce
qui concerne les quantités a, b, cet A7
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5. Localisation des racines

Il arrive souvent d’avoir besoin de connaitre le signe des racines d’une équation du
second degré, voire de placer ces racines par rapport a certaines valeurs, par exemple
par rapport a4 £1 si ces racines doivent étre les valeurs d’un sinus ou d’un cosinus.

e Lorsque I'équation ne dépend d’aucun parameétre, il est évidemment possible
de commencer par en exprimer les racines puis de voir ou sont ces valeurs;
toutefois ce n’est pas toujours évident lorsque l’expression des racines fait
intervenir des radicaux.

e En revanche, c’est beaucoup plus difficile lorsque 1’équation dépend d’un ou
plusieurs parameétres.

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques méthodes élémentaires permettant
de répondre a ce probléme de localisation des racines sans les exprimer. Comme
précédemment, a, b et ¢ désignent des réels avec a # 0, et 'on pose :

f: R — R

r — ax’+br+c

a) Signes des racines

Méthode Comme il est rappelé dans I’exercice suivant, on peut facilement étudier
le signe des racines de 1’équation :

ar’+bx+c=0,

.y . c .. . . . N
en utilisant les signes de — et —- Mais il n’y a vraiment rien de sorcier la-dedans.
a a

Ex 38 : On suppose ici que ’équation :
ax’+br4+c=0

possede deux racines réelles dont on veut étudier les signes.

1. Rappeler comment exprimer la somme et le produit de ces racines en fonc-
tion des coefficients (évidemment sans tourner les pages).

2. A quoi s’intéresser en premier, la somme, le produit ?

& .- . . .
3. Lorsque — est positif, comment préciser le signe des racines?
a
c o . . i b
4. Lorsque — est négatif, quelle information donne le signe de —?
a a

Ex 39 : Déterminer les signes des racines de 'équation : 22 + 33z —1 = 0.

Ex 40 : Pour toute valeur du paramétre réel m, on considére I’équation :
22+ 2ma+m—1=0. (Ep)
Déterminer le signe des racines de cette équation.

Ex 41 : Que dire des signes des racines de I’équation : 22 + 3z +1=107
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b) Positions des racines par rapport & un nombre

Méthode Comme on va le justifier dans I’exercice suivant, on peut facilement
placer un réel a par rapport aux racines de 1’équation :

f(x)=az®+bx+c=0,

en utilisant le signe de a f(«) et éventuellement celui de o + %
a

Mais il n’y a vraiment rien de sorcier la-dedans.

Ex 42 : Dans cet exercice, on suppose que ’équation f(x) = 0 posséde deux racines
distinctes z1 et xo vérifiant x; < x9. On désigne par « un réel quelconque.

1. Lorsque a > 0, montrer comment la connaissance du signe de f(a) permet
de placer le réel a par rapport aux deux racines xj et zs.
2. Dans le cas général (sans hypothése sur le signe de a), expliquer pourquoi
il est préférable d’étudier le signe de a f(«).
b
3. Lorsque a f(«) > 0, expliquer l'intérét d’étudier le signe de v + 3a p.43
a
Remarque Ce que I'on vient de faire permet aussi de placer les racines de ’équa-
tion f(x) = 0 par rapport & un nombre a donné. Cela peut étre trés utile lorsque
ces racines sont par exemple des sinus ou des cosinus.

Ex 43 : Combien ’équation :
cos?f + V3 cosf —1=0 (E)

posséde-t-elle de solutions dans [0, 7] ? p.44

6. Translation d’un point, d’'une courbe

Dans la partie 1.4., on a étudié les paraboles d’équation y = ax® + bz + c et 'on a
vu comment en donner l'allure. Mais on peut faire bien mieux car la « forme » de
cette courbe ne dépend que du coefficient a. C’est ce que nous allons justifier ici.

Rappel Si « est un vecteur du plan, la
translation de vecteur @ est I’application 7,

qui a tout point M du plan, associe le v
point 7z(M) tel que :

8 L_________>

ou encore, en posant M’ = 7z(M) : Y
|
! — j 1
MM =Uu. O 77 €T /

Avec les notations introduites page 9, si ﬁ‘ g, M}Z et 7z(M) ;;, alors on a :

¥=x+a et y =y+p.
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WWW Ex 44 : Quelle relation bien connue permet de justifier les formules précédentes? p.44

Translatée d’une courbe Si I' est une courbe du plan, alors 7;(I") est, par
définition, la transformée de I' la par la translation 7;, c’est-a-dire 1’ensemble des
images par 7z de chaque point de T'.

WWW Ex 45 : Soit f une application de R dans R, et I" la courbe d’équation y = f(x).
Lorsque z‘[‘ g, déterminer une équation de IV = 74(T). p.45
Soit a € R*, b € R et ¢ € R. L’exercice suivant permet de prouver que la courbe I

y = az?+bx + cse déduit par translation de la courbe I', d’équation y = a 2. Par
suite, les deux courbes ont la méme forme.

WWW Ex 46 : En mettant le trindme sous forme canonique, montrer que la courbe I' se déduit
de I';, par une translation dont on précisera le vecteur. p.45

7. En guise de conclusion de cette premiére partie

Au terme de cette premiére partie et au fil des exercices traités, j’espére :

e tout d’abord, que vous aurez une vue d’ensemble plus épurée des propriétés
gravitant autour de ce fameux trindme du second degré a coefficients réels;

e ensuite, que vous aurez relativisé I'utilisation des formules permettant d’expli-
citer les racines d’une équation du second degré;

e enfin, que vous aurez acquis quelques réflexes et quelques méthodes vous per-
mettant, lorsque vous en avez besoin, de retrouver la forme exacte de tel ou
tel énoncé correspondant & ce théme, sans angoisse et sans hésitation.

Mais j’espére aussi :
e que vous aurez réussi a décloisonner quelque peu votre cerveau;

e que vous aurez compris comment ['utilisation conjointe de plusieurs points de
vue (de regards croisés pour utiliser une expression a la mode) peut permettre
d’assurer les connaissances et surtout d’éviter certaines angoisses;

e que vous vous serez rendu compte de 'importance que peut avoir 'utilisation
de représentations graphiques pour mémoriser certaines notions.

Bien stir ’ensemble peut vous paraitre un peu redondant mais n’oubliez pas qu’il est
préférable d’avoir plusieurs moyens de vérification plutot que de n’en avoir aucun!
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II. Cas ou les coefficients a, b et ¢ sont complexes

Bien que cela ne soit pas au programme de la classe de Terminale, nous allons
maintenant nous intéresser au trindme du second degré & coefficients complexes.
C’est ’occasion de vous poser quelques questions intéressantes, que nous allons essen-
tiellement traiter sous formes d’exercices, et qui vous permettront d’établir certains
résultats que vous retrouverez dans les tout premiers chapitres de ’an prochain.

Donc dans toute cette seconde partie, et sauf indication plus précise :
e a, b et ¢ sont trois complexes donnés avec a # 0;
e 2z désigne une variable complexe.

Avec ces hypothéses, on dispose donc d’une fonction f qui, & tout nombre complexe z,
associe le complexe f(z) = az? + bz + ¢, ce que nous noterons :

f: C — C
2 — az2+bz+c

Ex 47 : Reprendre mentalement chacun des thémes de la premiére partie (cas réel) et
envisager leur étude dans le cas ol a, b et ¢ sont complexes. p.45

Ex 48 : Montrer que, si :
VzeR az’?+bz+ceR,

alors a, b et ¢ sont réels. p-46

1. Un probléme d’identification
Ex 49 : Soitaec C,beCetceC.

1. En supposant : V2 €R a2z’ 4+bz+c=0, montrer : a=b=c=0.
2. Justifier de méme :

(Vze(C az2+bz+c:0) = a=b=c=0.
3. Comme dans le cas réel, établir un résultat d’identification. p.46

Ainsi, la propriété d’identification que ’on a établie lorsque les coefficients a, b et ¢
sont réels, reste valable lorsque ces coefficients sont complexes. Comme pour le cas
réel, nous verrons dans la suite que les hypothéses de I’exercice précédent sont bien
trop fortes pour la conclusion.

Ex 50 : Au fait, que suffit-t-il d’avoir comme hypothése avec des coefficients réels pour
conclure a =a’,b=betc=c"7 p.47

2. Forme canonique

Comme dans le cas réel, la mise sous forme canonique est une transformation
permettant de trouver des complexes [ et ~ tels que :

Ve C az’+bzt+c=a(z+B)°+7.

Ex 51 : Reéaliser la mise sous forme canonique précédente et préciser les valeurs de com-
plexes (3 et v en fonction de a, b et c. p-47
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Remarque Iln’y atoujours évidemment aucune formule a retenir concernant cette
mise sous forme canonique, mais il faut savoir la faire, naturellement et rapidement,
lorsque le besoin s’en fait sentir.

3. Racines du trindme & coefficients complexes

a) Racines carrées d’un nombre complexe

Rappel

e Tout réel strictement positif o posséde deux racines carrées (réelles) qui sont
Va et —/a; ne pas oublier pas que /a désigne la racine positive de «.

e Le réel 0 ne posséde qu’une seule racine carrée qui est 0.

e Un nombre réel a strictement négatif ne posséde aucune racine carrée réelle
puisque le carré de tout réel est positif.

éfinition 2
On appelle racine carrée d’'un complexe z tout complexe Z tel que Z% = 2.

Exemple Les complexes ¢ et —i sont, des racines carrées de —1 puisque :

Nous verrons dans l'exercice suivant que ce sont les seules.

Ex 52 : Dans cet exercice, o désigne un nombre réel.

1. Si a > 0, quelles sont les racines carrées complexes de «?
2. Si a < 0, que peut-ton dire de ses racines carrées (complexes) ? p.47

Ex 53 : Déterminer sous forme trigonométrique :

1. les racines carrées de i;

2. les racines carrées de 1 + 3. p.48

La méthode que nous venons d’utiliser dans I’exercice précédent va nous permettre
de prouver le résultat général suivant.

roposition 3
Tout complexe non nul z admet exactement deux racines carrées opposées +7.

Ex 54 : Démontrer la proposition précédente.

Indication : exprimer Z et z sous forme trigonoméltrique. p.48

Attention Bien que tout complexe posséde une racine carrée, il est impossible a
notre niveau d’utiliser la notation /z pour un complexe z quelconque.

e En effet, lorsque z € R, , on appelle /2 la racine carrée positive de z.
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e En revanche, pour un complexe z quelconque, on ne sait pas privilégier ainsi
I'une des deux racines puisque, sur C, ’on n’a pas défini de relation d’inégalité
(relation d’ordre) et que 1’on ne peut donc pas parler de complexe positif.
Pour z € C, il faut donc parler d’une (article indéfini) racine carrée de z et
non pas de la (article défini) racine carrée de z.

Expression algébrique des racines Dans les calculs précédents, I'utilisation de
formes trigonométriques a permis de donner facilement les expressions des racines
carrées d’'un nombre complexe non nul, mais on a parfois besoin d’exprimer une
racine de z sous forme algébrique, ¢.e. sans utilisation de ligne trigonométrique.
On a vu ci-dessus comment faire lorsque z € R. L’exercice suivant vous donne la
technique classique a utiliser lorsque z ¢ R.

Ex 55 : On considére ici un complexe z =z + iy avec x € R et y € R*.

1. Soit Z = X +1iY avec (X,Y) € R%
Donner un systéme en X et Y équivalent a ’équation Z? = z.

2. Résoudre ce systéme en ajoutant la relation |Z|> = |z| .

Méthode Il est évidemment inutile de retenir les formules trouvées dans ’exercice
précédent. En revanche, il est important de retenir la « ruse » utilisée : pour avoir
la forme algébrique des Z tels que Z? = z, ajouter la relation |Z]? = |z|.

Ex 56 : Déterminer sous forme algébrique les racines carrées de z = 1 + 4.

En déduire des expressions algébriques de cos T et sin g, i.e. des expressions
n’utilisant que les quatre opérations et des racines carrées.
b) Discriminant et racines du trin6me

La mise sous forme canonique du trinome a coefficients complexes (ne pas hésiter a
la refaire, sans regarder ce qui a déja été fait) permet de prouver que ’équation :

az’+bz+c=0 (E)

posséde toujours (au moins) une racine complexe.

Remarque Comme dans le cas réel, pour une telle équation, on parle aussi bien
de solution complexe de [’équation que de racine complezre du trinéme.

Ex 57 : Justifier le résultat précédent.

Ex 58 : Décrire I'ensemble des solutions de I’équation (E).
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Grace aux deux exercices précédents, vous venez de démontrer la proposition sui-
vante qui fera partie de votre cours de premiére année du supérieur.

Proposition 4

Si a, b et ¢ sont trois complexes tels que a # 0, alors :
e léquation a z? 4+ bz + ¢ = 0 a toujours (au moins) une racine complexe
e plus précisément, en posant A =b?> —4ac:
x si A =0, elle posséde une unique racine complexe qui est 50"
a

x si A #£ 0, elle posséde (exactement) deux racines distinctes qui sont :

—b—9 —b+9
et
2a 2a

ol § est une racine de A, i.e. un complexe vérifiant %2 = A.

Remarques

e Evidemment, dans ce cas, il n’y a aucune discussion sur le signe de A'!

e On peut se servir des mémes formules dans R et dans C, a condition d’utiliser
une racine d de A et non pas la notation vA (cf. exercice 7 page 5).

Ex 59 : Soit 0 € |0, 7[. Résoudre I'équation : 22 — 22 cosf + 1 = 0.

5
Ex 60 : Résoudre I'équation : 622 — (5 — i) 2z +2 — EZ =0.

Ex 61 : Résoudre I’équation : (22 —1)(3z—2) =0.

Ex 62 : Dans cet exercice, on suppose a € R*, b € R et ¢ € R ainsi que b*> — 4ac < 0.
Que peut-on dire des racines (complexes) de I'équation a 2?2 +bz +c =107

Ex 63 : Soit a € C*, b€ C et ¢ € C. Si I'équation a 22 + bz + ¢ = 0 posséde deux racines
distinctes conjuguées, peut-on en déduire que a, b et ¢ sont réels?

Ex 64 : Soit a, b, ¢, d’, V', ¢ des complexes quelconques, ainsi que :

f: € — C et g: C — C
z — az2+bz+c 2z — d22+b 2+

En supposant qu’il existe trois complexes distincts z1, zo et z3 tels que :

flz1) =g(z1)  f(z2) =g(z) et f(zs)=g(),

montrer a =a’, b=V et c = ¢.
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c¢) Factorisation du trin6me

Comme dans le cas réel, on peut maintenant relier racines et factorisation.

Dans cette partie, on a toujours a € C*, b € C et ¢ € C.

WWW Ex 65 : Montrer qu’il existe z; € C et z5 € C (pas forcément distincts) tels que :
VzeC az?+bzt+c=a(z—2)(z— 2). p.52
WWW Ex 66 : Soit 21 € C et 29 € C (pas forcément distincts) tels que :

V2eC az’+bz+c=a(z—2)(z— 2).

Quelles sont les racines de I’équation : ¢ 2> +bz+¢=07? p-53

Résultat Dans les exercices précédents, on a donc prouvé que si a, b et ¢ sont
trois complexes tels que a # 0, alors I'équation a2 + bz +c= 0

e posséde comme racines les complexes distincts z; et 29 si, et seulement si,

V2ER az’+bztc=a(z—2)(z— ) ;

e posséde comme racine le seul complexe z; si, et seulement si,
2
V2eER az’+bz+c=a(z—2) ;
c’est pourquoi on dit dans ce cas que zy est racine double du trinome.

WWW Ex 67 : Soit a, b, ¢, a’, V' et ¢ des complexes tels que a # 0 et a’ # 0.

On suppose, que pour tout z € C, on a :
a2 4+bzte=0< d22+Vz+ =0.
Montrer qu'il existe k € C tel que ' =ka, b =kbet ¢ = kec. p.53

WWW Ex 68 : L’exercice précédent avait-il un équivalent dans la premiére partie? p.54

d) Relations entre les coefficients et les racines

Comme dans le cas réel, on dispose de la proposition suivante.

Proposition 5
Si Uon désigne par z; et zp les racines distinctes (i.e. 23 # z3) ou confondues
(i-e. 21 = 2) de I'équation a2?> + bz + ¢ =0, alors on a :

c
21+ 29 = —— et 2129 = — -
a a

WWW Ex 69 : (Démonstration de la proposition précédente)

1. Expliciter s = z1 + 22 et p = z1 25 en fonction de a, b et c.
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I1. Cas ot les coefficients a, b et ¢ sont complexes 23

2. Que vaut A en fonction de z1 et 29 ?

Ex 70 : On suppose ici a € R* et aussi que les deux racines de 1’équation :
az?+bz+c=0
sont conjuguées. Peut-on en déduire b€ R et c € R?

Comme dans le cas réel, on a aussi le résultat suivant, qui se démontre exactement
de la méme facon.

Proposition 6
Si s et p sont deux complexes donnés, alors les complexes z; et zo vérifient :

Z1t+20=58 et z1z2o=0D

si, et seulement si, ce sont les racines de I’équation : 22 — sz +p = 0.

Diverses utilisations possibles Comme nous avons vu dans dans le cas réel,
les résultats précédents ont plusieurs types d’application.

e Tout d’abord, il permettent d’exprimer la somme et le produit des racines
d’une équation du second degré en fonction de ses coefficients sans avoir a
expliciter ces racines. C’est 'utilisation essentielle.

e A l'inverse, ils permettent aussi de déterminer rapidement et efficacement deux
nombres complexes dont on connait la somme et le produit, sans avoir a « tirer
I'une de inconnues en fonction de l'autre ».

e Parfois, ils peuvent aussi permettent de trouver sans calcul les racines d’une
équation lorsque, avec les notations classiques, on a la chance de repérer que
les complexes —3 et < sont la somme et le produit de deux nombres.

e Enfin, ils peuvent servir d’outil de vérification lors d’un calcul de racines d’une
équation du second degré : il est plus facile de faire la somme et le produit de
deux complexes plutdt que de les substituer dans 1’équation.

Ex 71 : Résoudre I'équation : 22 — (1 — 2i) z — 27 = 0.
Ex 72 : Soit 0 € |0, 7[. Résoudre I'équation : 22 — 22 cosf + 1 = 0.

5
Ex 73 : Résoudre I'équation : 622 — (5 — i) 2z + 2 — EZ = 0 et vérifier.

Méthode Encore une fois, plutot que d’hésiter sur la forme de ’équation de la
proposition 6, et de tirer a pile ou face entre :

P tsztp=0 et P2Eprzts=0,
un simple développement (de téte maintenant, j’espére) de :
(z—21) (2 —2) =0,

fournit le résultat correct de facon siire et sans la moindre angoisse !
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4. En guise de conclusion

e Comme vous vous en étes rendu compte, les notions et propriétés étudiées dans
cette seconde partie concernant les trindomes a coefficients complexes (forme
canonique, discriminant, expression des racines, relations entre coefficients et
racines) sont les généralisations des propriétés correspondantes pour les tri-
nomes a coefficients réels.

e Evidemment on n’a pas parlé de tout ce qui utilise la notion de signe et plus
généralement la relation de comparaison (relation d’ordre), donc pas d’étude
du signe des racines, de localisation des racines voire de variations de fonctions,

pas de formule avec VA.

e Pour ce qui est commun, les méthodes de démonstration et de mémorisation
sont souvent identiques et il est possible de traiter directement le cas complexe
puis de voir alors le domaine réel comme un cas particulier ; mais cela suppose
d’avoir étudié les nombres complexes, ce qui arrive plus tard dans la scolarité.

e Outre que le point de vue adopté ci-dessus permet, de commencer & étudier
ce chapitre avant la classe de TS, il fournit une autre piste de travail : relire
« horizontalement » ce chapitre, mentalement de préférence, en rapprochant
les propriétés correspondantes dans les deux parties en mettant en évidence
les ressemblances et les différences : c’est aussi une méthode d’appropriation
d’un cours de mathématiques.
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III. Solutions des exercices

Exercice 1 :

1. Puisque la propriété ax? + bz + ¢ = 0 est vraie pour tout x € R, elle est vraie en
particulier pour = 0, ce qui donne ¢ = 0.

Comme ¢ = 0, 'hypothése devient :
VeeR ax®+bz=0.
En prenant successivement x = —1 et x = 1, on en déduit :
a+b=0 e a—b=0,

ce qui, par somme et différence, donne directement :

a=0 et b=0.

2. Par différence, on obtient :
VeeR (a—ad)z®>+(b-V)z+(c—c)=0.

En posant :
a=a—a, f=b-b et y=c-¢,

on a trois réels a, 5 et v tels que :
VieR az?+Bz+~v=0.
La question précédente nous dit alors que 'on a :
a=p=7=0

et donc :

Exercice 2 :

Pour tout x € R, on a :

b
a$2+bx+c:a($2+—x+f)
a a

Ainsi on peut prendre :

© JMC - (27 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com [sommaire] 25


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 26

Exercice 3 :

Pour tout x € R, a :

5
2;1c2+595+6=2(gc2+5 +3)

Exercice 4 :

Pour tout x € R, on a :
2> =2z cosf+1=(z —cosh)® +1—cos? 0

et donc :
22 =21 cosf+ 1 = (z — cos0)” +sin’ 0.

Exercice 5 :

Pour x € R, la forme canonique s’écrit, :

9 b\2 b>—4dac
ar®+br+c=a (m—i——) -—
a 4a?

() 1)

e Supposons A > 0. On peut alors trouver un réel § tel que §%2 = A.

Ainsi, pour tout x € R, nous avons :

b\2 &2
ax’+br+c=a (:ch—) -—
2a 4q?

Il est alors immeédiat que 1’équation :
ax’ +br+c=0

posséde (au moins) une racine, par exemple :

e Réciproquement, supposons A < 0 et montrons que ’équation donnée ne posséde aucune
racine réelle. Pour x € R, nous avons :

Par suite, nous avons :
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Comme a # 0, on en déduit que :
2
Vr eR am2+bx+c:a((x+_) __)750,

ce qui prouve le résultat.

Exercice 6 :
Comme I’équation posséde une racine, on a A = b? — 4ac > 0.

e Supposons A > 0 et désignons par § # 0 une racine de A.
Pour tout « € R, on a alors (aprés avoir refait le calcul) :

am2+bx+c:a(x+2—ba—2(5—&)(90—1—2—ba+26—a).

Comme un produit de réels est nul si, et seulement si, I'un des deux est nuls, on en
déduit que I’équation (F) posséde exactement deux racines (distinctes) qui sont
_ —b+0 —b—9§

T = et 19 =
! 2a 2 2a

e Si A =0, alors pour x € R, on a :

b2
az2+bz+c:a(z+—)
2a

et ’équation (F) posséde une unique racine qui est xg = 54

Remarque cette factorisation, dans le cas A = 0, se déduit évidemment de celle
obtenue dans le cas A > 0 en remplagant A et donc § par 0.

Exercice 7 :
Dans le cas A > 0, vous écriviez les racines sous la forme :
-b— VA —b+ VA
rHH=——— et 1x9=——
2a 2a

Ces formules donnent évidemment le méme ensemble de racines. En revanche , il faut bien
garder & l’esprit que v A est la racine positive de A. Si une simplification donne par exemple
A =sin’t avec ¢t € R, alors on peut écrire que les racines sont :

—b— Vsin’t ¢ B —b+ Vsin®t

T T, 2a
ou que ce sont :
—b—sint ot —b+sint
r1 = ———— TrTo == ——.,
! 2a 2 2a

Mais attention de ne pas laisser penser que cela est di & la simplification :
sin?t = sint

qui est fausse lorsque sint < 0. Le moins risqué dans un tel cas est donc d’utiliser § = sint
qui est bien une racine de A = sin?t¢.
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Exercice 8 :
Le discriminant de cette équation est :
A =4(cos?f —1) = —4 sin? 0.
Avec ’hypotheése 6 € 10, 7[ on a A < 0, ce qui prouve que I’équation donnée ne posséde aucune
solution réelle .
Exercice 9 :
Pour x € R, la mise sous forme canonique donne :
f(z) = 2® — 22 cos O + cos 20
= (z — cos 0)? + cos 20 — cos® 0
= (z — cos0)? —sin? 0.
Il est alors immédiat que f(z) = 0 si, et seulement si :
x —cosf =+sinf ouencore z =cosf+tsinb.

Par suite I’équation donnée :

e posséde deux solutions distinctes lorsque sin 6 # 0, c’est-a-dire lorsque 0 ¢ {k7 | k € Z},
ce que 'on peut aussi écrire 6 # 0 [r].

e posséde une unique solution lorsque siné = 0, c’est-a-dire lorsque 6 € {kn |k € Z},
ce que 'on peut aussi écrire § = 0 [n].

Exercice 10 :

Comme un produit de nombres réels est nul si, et seulement si, l'un est nul, il est immédiat
que les racines de cette équation sont :

1 2
.T1:§ et .T2:§'

Exercice 11 :
Comme b? > 0, I’hypothése nous donne :
A=b*—4dac>0,

ce qui prouve que 1'équation a x? + bz + ¢ = 0 posséde exactement deux racines réelles.

Exercice 12 :

Comme, pour z € R, on a :
az’ +bx=x(ax+0b)

on en déduit que :
e lorsque b = 0, I’équation az? + bax = 0 posséde 0 comme seule racine ;

. . . b
o lorsque b # 0, I'équation a 2% 4+ bx = 0 posséde deux racines qui sont 0 et ——-
a
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Exercice 13 :

e Supposons a # 0. Alors on sait que I’équation du second degré :
ar?+br4+c¢=0

posséde 0, 1 ou 2 solutions réelles. Comme ici on nous dit qu’il existe trois réels distincts
r1, To et x3 tels que :

f(x1) = f(z2) = f(z3) =0,

on aboutit & une contradiction, ce qui prouve que a = 0.

Supposons de méme b # 0. Alors I’équation :
bx+c=0

posséde une unique solution réelle qui est = —¢/b.

Comme ici on nous dit qu’il existe trois réels distincts x1, z2 et 3 tels que :

f(z1) = f(x2) = f(x3) =0,
on aboutit & une contradiction. Par suite on a b = 0.
Enfin, si ¢ # 0 alors la fonction :
f: R — R
T — c
est constante, non nulle et ne peut donc s’annuler ; par suite, on a ¢ = 0.
e Soit h = f — g qui est donc définie par :

Ve eR h(x)=(a—d)2®>+b—-b0)z+ (c— ).
L’hypothése nous dit alors que :
h(l‘l) = h(mg) = h(mg) =0.

Comme on a :

avec :
a:(a—a’), ﬂ:(b_b/) et ’7:(0_0/)3

la question précédente nous dit que :

et donc que :

a=ada, b=V et c=c.

e (est encore un résultat d’identification des coefficients mais sous une forme bien plus
forte que celle que 'on avait déja rencontrée dans ’exercice 1.

En effet le résultat établi ici est bien plus efficace que le précédent dans la mesure ou
les hypothéses sont beaucoup plus faibles pour un résultat identique.

+ Dans l’exercice 1, on supposait les fonctions égales (pour tout x réel).
x Dans cet exercice, on les suppose seulement égales pour trois valeurs de la variable.

© JMC - (27 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com [sommaire] 29


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 30

Exercice 14 :
Soit & € Z solution de ’équation :
ar?+bx+c=0.

On a donc :
z(ax +b)=—c.

Comme z, a et b sont entiers, alors ax + b est entier, ce qui entraine que x est un entier
divisant c.
Exercice 15 :
e Soit b € Z telle que ’équation :
227 +br+11=0
posséde une racine entiére et soit 1 une telle racine. On a alors :
(2x1 4+ b)x; = —11.

Comme 21 + b est aussi élément de Z, on en déduit que z; est un diviseur de 11. Par
suite, on a :
r1=€¢ ou z1 =11 avec &= =*lI.

x Si 1 = €, alors, en remplagant dans I’équation, on obtient :
eb+13=0 etdonc b= —-13¢.
x Sixz; = 11¢, alors, en remplacant dans 1’équation, on obtient, :
11 x23+11be=0 etdonc b= -—-23¢
On en déduit que, si (F) posséde une solution entiére, alors :
b=4+13 ou b= +£23.

e Réciproquement, supposons b = +13 ou b = £+23.

% Sib=13¢ (avec € = £1), on obtient :

202 +13cx+ 11 = 2z +11¢) (z +¢)

qui posséde ’entier —¢ comme racine.
% Sib=23¢ (avec € = £1), on obtient :

202 +23ex+ 11 = (v +11¢) (22 +¢)

qui posséde ’entier —11 e comme racine.

Conclusion : on a ainsi prouvé que ’équation :
22 +bx+11=0

posséde une racine entiére si, et seulement si, b = £13 ou b = £23.
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Exercice 16 :
Soit A = b? — 4ac le discriminant de 'équation :
ax’ +bxr+c=0. (E)
e Premier cas : A > (0 Alors on a vu dans I'exercice 6 que :
VeeR az’+br+c=a(x—x)(x—x2)

ol z1 et x2 sont les deux racines de ’équation (E).

e Second cas : A =0 Alors on a vu dans I’exercice 6 que :
VieR az’4bz+c=a(z—x)°

ol o est l'unique racine de I’équation (E).

Exercice 17 :

1. Etant donné que le membre de droite est factorisé et que a # 0, il est immédiat que :

e si x1 # x9, alors I’équation a (exactement) deux racines qui sont x7 et xs;
e si 11 = xo, alors ’équation a une unique racine qui est x1 = xo.

2. D’aprés ce qui précéde, cette fonction polynomiale de degré 2 posséde au moins une
racine et cela entraine (cf. exercice 5) que son discriminant est positif.

Exercice 18 :

e Supposons A < 0. La mise sous forme canonique nous donne alors :
b\2 A
Vr e R f(:c)a((er—) —)

L’hypothése A < 0 nous donne alors :

b\2 A b\2
R (1+5,) —qm2(o+g) 20
Vo € x+2a 12 £C—|—2a 0

Par suite, f(z) est du signe de a pour tout x € R.

e Supposons A > 0. L’équation f(z) = 0 posséde alors deux racines distincte z1 et x2, et
nous supposerons ri < .

La mise sous forme factorisée nous donne alors :
VeeR f(z)=a(x—x1)(x — x2)
et, de la régle des signes, on déduit :

% sl € |xy, w2, alors (z —x1) (x — x2) < 0;
% sl € |—o0,21[U]xe, +00], alors (x —x1) (x — x2) > 0;
% sl & =121 ou x = o, alors (x — x1) (x — x2) = 0.
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Par suite,

x La fonction f prend des valeurs strictement positives et des valeurs strictement
négatives ;

x la fonction f est du signe de —a entre les racines, et du signe opposé a I'extérieur
de ces racines.

Il est alors intéressant d’étudier le signe de a f(x) qui est du signe de (x — x1) (z — z2).
Ainsi, pour tout € R, on a par exemple :

af(zx) <0<z €|r, x|

ou aussi :
af(z) <0<z € [z, 2]

Exercice 19 :

Soit a, b et ¢ trois réels tels que :
VreR ax’+bx+c>0.
e Supposons a # 0. Alors la fonction :
frx—az?+br+ec

est un trindme du second degré qui ne prend aucune valeur strictement négative ; par
suite, son discriminant ne peut étre strictement positif et donc :

A=b—4ac<0.
e Supposons a = 0. Alors la fonction :
firx—bx+c

est une fonction affine ; comme par hypothése cette fonction reste positive sur R, on en
déduit que b = 0. Il est alors immédiat de vérifier que b> — 4ac = 0 et donc :

A=0b—4ac<0.
Ainsi, dans les deux cas, on a prouvé :

b2 —4ac<0.

Exercice 20 :

1. Comme z; et x5 sont les deux racines distinctes ou confondues de ’équation a 2 +bx +
¢ = 0, nous avons vu que l'on a :

Ve eR a2’ +brx+c=a(z—x)(x—).
En identifiant, on en déduit :
coeff. de x b= —a (x1 + x2)
coeff. constant c= ax 2o

et, comme a # 0, on obtient :

b c
§s=x1+To=—— et p=x122=—"
a a

© JMC - (27 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com [sommaire] 32


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 33

2. En utilisant les relations de la question précédente, on obtient :
A=b—4ac
= g2 (x1 + $2)2 —4a® 3119
=a? (x1 — $2)2 .

On peut remarquer que ce résultat n’est pas étonnant puisque l'on a alors A > 0 et
que A = 0 si, et seulement si, 1 = x5.

Exercice 21 :

1. Comme le produit du coefficient de 22 par le terme constant est strictement négatif,
cette équation posséde deux racines réelles.

2. Etant donné que l’on a :
2?42k = (21 +a22)* — 231 29
et que les relations entre coefficients et racines donnent :
T+ 2o =—-V3 et x1x0=—1,

on en déduit :
x? 22 = 5.

3. Etant donné que pour k € {1,2} on a :

:ci:f\/g:cqul

et donc
3 _ 3 2
Ty = — Ty + Xk,

on en déduit :
3ol = —\/g(:c%—i—xg) + (21 + 22) .

En utilisant la question précédente et la relation :
z1 a2 =—V3

on obtient :
T3+ 2 = —6V3.

Exercice 22 :

e Supposons que x; et xp sont les racines de I’équation z? — sz + p = 0. Les relations
donnant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré en fonction
de ses coefficients entrainent :

Ty +x2=8 et xT1T2=p.
e Réciproquement, soit x1 et xo deux nombres tels que :
Ty +x2=8 et xT1T2=p.
Les nombres z1 et xo sont de facon évidente les solutions de I’équation :

(x —x1) (x —x2) = 0.
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En développant le membre de gauche, cette équation s’écrit aussi :

x2—(x1 +z9) x4+ 2122 = 0.

ou encore :

> —sr4+p=0

ce qui termine la démonstration.

Exercice 23 :
Deux réels ont pour somme 4 et pour produit —1 si, et seulement si, ce sont les racines de :
0=2?—4z—1=(r—2)*—5.
Par suite, ces réels vérifient z — 2 = +/5 et ce sont donc :

25 et 2+ 5.

Exercice 24 :

Deux réels ont pour somme —1 et pour produit 4 si, et seulement si, ce sont les racines de
I’équation :
2 +zx+4=0.

Comme le discriminant de cette équation est :
A=-15<0

elle n’a pas de racine, et il n’existe donc pas de réels vérifiant ces relations.

Exercice 25 :
Etant donné que les entiers 13 et 2 vérifient :
13+2=15 et 13 x2=26

les nombres 13 et 2 sont les racines de 1’équation donnée qui est :

2?2 — 152 + 26 = 0.

Exercice 26 :

Soit x € [0,+o0o[ et y € [0,+00] tels que z < y. Comme il s’agit de nombres positifs, on en
déduit par produit 22 < y?, ce qui prouve le résultat.

Remarque Quand on connait la notion de dérivée, on peut aussi utiliser.

Exercice 27 :
Cette fonction n’est pas croissante car en prenant, :
r=—-1 et y=0,

on a:

© JMC - (27 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com [sommaire] 34


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 35

Exercice 28 :
Soit « € |—00,0] et y € |—00,0] tels que x < y. On en déduit :
0<—-y<—2
et le résultat de la question précédente nous dit que :
(—9)? < (—2)* et donc y* <a?
ce qui prouve que v est décroissante.

Remarque Quand on connait la notion de dérivée, on peut aussi 'utiliser.

Exercice 29 :

Le raisonnement de Pierre est complétement faux car une fonction (une fonction constante
par exemple) peut étre simultanément croissante et décroissante.

On peut prouver que cette fonction n’est pas décroissante en prenant :
=0 e y=1,

puisque 'on a alors :
<y et flx)=0<1=f(y).

Exercice 30 :

e A l'exercice 27, on a déja démontré que f n’est pas croissante.

e On démontre de méme qu’elle n’est pas décroissante en prenant :
z=0 et y=1,

puisque 'on a alors :

On a ainsi prouvé :
« f non croissante » et  « f non décroissante »
qui est la négation de :
« f croissante» ou  « f décroissante ».

Par suite, f n’est pas monotone.

Exercice 31 :

Comme la fonction f : 2 — 2% est monotone sur chacun des intervalles ] —o0, 0] et [0, +o0], la
fonction f, : x — ax?, qui est égale & af;, est aussi monotone sur chacun des ces intervalles.

e Sia >0, alors f; et f, ont méme sens de variations sur chacun de ces intervalles.

e Sia<0,alors f1 et f, ont des sens de variations opposés sur chacun de ces intervalles.
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On en déduit les tableaux de variations.

e Sia>0:

T | —o0 0 +o00

—+00 “+00

fa pN A
0

Remarque Comme f, est le produit de f; : © — 22, qui tend vers +oo en +o0, par
une constante strictement positive, ses limites en £oo sont égales & 4oco.

e Sia<O0:

fa / pN

Remarque Comme f, est le produit de f; : x — 22, qui tend vers +oco en +oo, par
une constante strictement négative, ses limites en +oo sont égales & —oo.

On peut aussi évidemment étudier ces variations & ’aide de la dérivée.

Exercice 32 :

e [, contient évidemment l'origine du repére puisque 0‘8 vérifie son équation.

Comme f/(0) = 0, la pente de la tangente & T';, en O est nulle, ce qui équivaut a dire
que cette tangente est paralléle & Oz et donc ici que c’est ’axe Owx.

e Comme f, est une fonction paire, le point M Y
M |z appartient a I', si, et seulement sile | ST .
point M’| _zappartient al,.

Par suite, toute courbe I'y, est symétrique par

rapport ’axe (O, 7) ou encore, comme on dit ‘ | |
couramment, par rapport a I’axe Oy. —T2 —I1 O 1 22 z

En cas de doute, le dessin ci-dessus peut permettre de vous y retrouver.

e Lorsque a > 0 tout point de I', a une ordonnée positive et donc I', se trouve dans le
demi-plan situé au dessus de ’axe (O, 7) encore appelé ’axe Oxz.

Y
M,
e Comme on passe de I’équation de I', a celle Y2 r————- B
de I'_, en changeant y en —y, le point M § M }
appartient & I'y, si, et seulement si,le point Y1 -——o ! }
M| _, appartient  T'o. | ‘ x
O 171 |2
Par suite, pour tout a, la courbe I'_, est symé- Y1 -——e , |
trique de la courbe I', par rapport a I’axe Oz. M }
|
Y2 -————- .
M
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Exercice 33 :

En utilisant les remarques suivantes :

e chaque courbe I';, passe par l'origine, et elle est symétrique par rapport & Oy,
e chaque courbe I'; est tangente en O & ’axe Oz,

e si a > 0 la courbe I'; se trouve au dessus de Oz,

il est aisé d’avoir 'allure des courbes I',.

Yy Yy
/
0]
19) x x

Si 0 < ay < ag, alors la courbe I',, est « en dessous » de la courbe T, .

Yy Faz

—

ai

Exercice 34 :

1. Pour tout € R, nous avons :
f(x) *2ax+b*2a<z+ i)
N N 2a

dont le signe dépend de celui de a et de celui de = + %~

e Tableau de variations sia > 0 :

x —00 —% +00
f'(x) - 0 +
f p /
/(z)
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e Tableau de variations si a < 0 :

T —00 —% +00
f(x) + 0 -
(=)
f 7 pN

2. Pour tout h € R, on a :

o )

Comme ’expression trouvée est paire en h, on en déduit, :
b b

L)%
f( 2a + / 2a

ce qui prouve la symétrie demandée.
3. On en déduit l’allure de la courbe I'.

Y

oS

|
|
|
|
|
|
|
|
;
|
O b x /0
2a
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Exercice 35 :
1. La régle habituellement utilisée dans le secondaire est, qu’en +oo, la fonction f « se

comporte comme » la fonction x — a 22, i.e. les deux fonctions ont méme limite

Justifions le résultat précédent. Pour tout x # 0, nous avons :
b c

az’ +bx+c=ax’ (1+—+—)~
ar ax

Comme on a évidemment :

. c
lim — = lim — =0,
z—+oo @ X z—+oo q 12
les théorémes généraux nous donnent :
. b c
Iim 1+ —+—=1.
r—+o0 axr ax?

Comme limg_, 400 22 = 400, on en déduit :

. 2 b C
lim =z (1+—+—):+oo.

r—too ax ax?

Par suite,

e sia> 0, alors hmm_&oo f(ZC) = 400;
e sia< 0, alors hmm_&oo f(ZC) = —00;

3. On peut alors compléter les tableaux de variations précédents.

e Tableau de variations si a > 0 :

x —00 —% “+00
f() - 0 +
+00 “+00
f e a
(%)

e Tableau de variations sia < 0 :

x —00 —% “+00
f() + 0 -
#(z)
f a e

Exercice 36 :
1. Diverses allures possibles
e Casa >0
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v
v, o y
() | \0_‘?/
r s s \ )"
O 2 v O 2 TE)

‘Aucune racine‘ ‘Une seule racine‘ Deux racines

e Casa<0

b S

O 7 ol % f(22) ;
fEE) = T SN : N\
| | /OZG g

‘Aucune racine ‘Une seule racine Deux racines

(=

2. Avec les notations des dessins précédents, ’ordonnée de S est :

A b 2+b b, ¥ _dac-p A
2a - 2a 2a €= da 4a T 4a

On retrouve ainsi graphiquement des résultats connus.

e Lorsque a > 0, la courbe I', d’équation y = a 2% + bz + ¢, coupe I'axe Oz :

x en deux points distincts si, et seulement si, 'ordonnée de S est strictement
négative, ce qui correspond & A > 0;

* en un seul point si, et seulement si, ’ordonnée de S est nulle, ce qui correspond
aA=0;

* en aucun point si, et seulement si, ’ordonnée de S est strictement positive, ce
qui correspond 4 A < 0.

e Lorsque a < 0, la courbe I' coupe 'axe Oz :

* en deux points distincts si, et seulement si, ’ordonnée de S est strictement
positive; comme a < 0, cela correspond & A > 0;

x en un seul point si, et seulement si, 'ordonnée de S est nulle, ce qui correspond
AaA=0;

* en aucun point si, et seulement si, 'ordonnée de S est strictement négative;
comme a < 0, cela correspond & A < 0.

3. e Onsait que la parabole d’équation y = a z2+bz+c posséde la droite d’équation x =

—QL comme axe de symétrie.
a

e Comme x7 et xo sont les abscisses de deux points ayant méme ordonnée, leur milieu,

d’abscisse “42”52 se trouve sur cet axe de symétrie.
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Par suite, on « voit sur le dessin » que :

1'1+£L'27 b

—— etd =——.
5 % et donc x1 + X2 u

Exercice 37 :
e Pour le signe de a.

x Si la concavité de la parabole est vers le haut, alors on a a > 0.
x Si la concavité de la parabole est vers le bas, alors on a a > 0.

Y )

&’
%, -
©c
10 T / 19} \ T

e Le réel ¢ = f(0) est 'ordonnée du point d’intersection de I" avec I’axe Oy.

Y

@) T

o Leréel b = f'(0) est la pente de la tangente a I" en son point d’intersection avec QOy.

Yy Yy Yy
C C
C

e Lesigne de A est évidemment lié au nombre de points d’intersection de I' avec ’axe Ox.

x Lorsqu’il n’y a aucun point d’intersection de I" avec I'axe Ox, on a alors A < 0.
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x Lorsqu’il y a un seul point d’intersection de I" avec 'axe Ox, on a A =0;
x Lorsqu’il y a deux points d’intersection de I' avec ’axe Oz, on a alors A > 0.

Exercice 38 :

1. Pour cette équation :

. b . . c
La somme des racines vaut ——; Le produit des racines vaut — -
a a

2. C’est le produit qui nous permet d’avoir des informations sur le signe des racines.

. C L. . A .
e Si — est positif, alors les deux racines sont de méme signe.

a
. C , . . . .
e Si — est négatif, alors les deux racines sont de signes contraires.
a
. C .
e Si — =0, alors 'une des racines est nulle.
a

3. Lorsque ¢ > 0, alors les deux racines sont de méme signe, et leur somme —% a donc

aussi le méme signe que les racines.

Par suite,

) . -,
e si — < 0, alors les deux racines sont positives;
a

b
e si — > 0, alors les deux racines sont négatives.
a

c 2 . . . . .
4. Lorsque — est négatif, alors on sait que les racines sont de signes contraires et 1’on peut
a

alors les noter x; et x9 avec :
T < 0 < Zo.

b
Supposons par exemple — < 0; alors on a :
a
0 < @y + 29 = [22] — |21].

b
Ainsi — < 0 nous indique que c’est la racine positive qui a la plus grande valeur absolue.
a

Exercice 39 :

. . c L.
Comme, avec les notations classiques, on a — = —1 < 0, on en déduit :
a

e que I'équation 22 + 332 — 1 = 0 posséde deux racines réelles distinctes(*) ;
e que le produit de ces racines vaut —1 et donc que ces racines sont de signes opposés.

Par suite, 'une des racines est strictement positive et 'autre est strictement négative.
) Voir éventuellement la remarque de la page de la page 8.

Exercice 40 :

e Le discriminant de I’équation (E;) vaut :
A=4m?—4(m—1)
=4m® —4m+4
=@2m—-12+3>3.

Pour tout m € R, I’équation (E,,) a donc deux racines distinctes.
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e Le produit des racines vaut p = m — 1. Par suite,

* Sim < 1, ce produit est négatif, et donc I’équation (E,,) posséde deux racines de
signes opposés.
* Si m = 1, alors 'une au moins de racines est nulle. En fait, ’équation (F;) qui
s’écrit, :
2 4+2x =0,

posséde comme racines les réels 0 et —2.

* Sim > 1, le produit des racines est positif et donc 1’équation (E,,) posséde deux
racines de méme signe. Comme la somme des racines, qui vaut —2m, est négative,
les deux racines sont négatives.

Exercice 41 :
Cette équation ayant pour discriminant :
A=3—4=—1,

elle ne posséde aucune racine réelle et la question du signe ne se pose donc pas.

Exercice 42 :

1. L’équation ayant pour racines x; et xo, on a :
VeeR f(z)=a(x—x1)(z — 2z2).
Comme on a supposé a > 0, la régle des signes donne :

e sia € |xy,zaf, alors f(a) <0;
e sia€|—o0,z1[U]xe, +o0], alors f(a) > 0;
e sia =1y ou a= 1y, alors f(a) =0.

Comme ces trois cas s’excluent mutuellement, réciproquement la connaissance du signe
de f(a) permet de placer o par rapport & z; et z3. A savoir, lorsque a > 0 :

e si f(a) <0, alors a € |z1,22[;
e si f(a) >0, alors a € |—00, z1[ U Jxg, +00[;
e si f(a) =0 alors x =21 ou z = z5.

)
Remarque Le résultat est visuellement |
évident avec une représentation graphique. : )
O 12
Lorsque la parabole tourne sa concavité vers le T \ ! To
haut il est évident que f(«) est négatif lorsque !
« est entre les racines. :

2. Pour tout x € R, on a :
a f(¥) = a® (& — 21) (& — 2),

quantité dont le signe ne dépend plus de celui de a. On en déduit donc :
af(a) <0< ac€]r,

ou aussi :
afla) <0& ac |z, ).
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3. Supposons a f(a) > 0. D’apreés les résultats précédents, on a :
a € |—00, z1[ U |z2, +00]

et donc :
a<rT<Ty ou x <2 <O

e Sia<x <o, alors:

T+ b b
a<$1<¥=—— et donc a+ — <0.
2 2a 2a
e Siz < a9 < a, alors :
bz + T2

b
- = <zyg<a etdonc a+ — >0.
2a 2 2 " 3a
Comme ces deux cas s’excluent mutuellement, on en déduit que le signe de o + %

permet de savoir si @ < 1 ou @ > xs.

Remarque Ce qu'il est essentiel ici de retenir, c’est que lorsque « est a 'extérieur des
racines, on peut facilement déterminer dans quel intervalle il se trouve en le comparant
a la demi-somme des racines.

Exercice 43 :
L’équation du second degré 22 + /32 — 1 = 0 (E’) a pour discriminant :
A= (V3)"+4

qui est évidemment strictement positif. Par suite (E’) posséde deux racines distinctes que ’on
notera u; et us avec uy < uo.

En posant p(z) =22 4++32z —1,0n a:
o(—1) = —V3 et (1) = V3.

Etant donné que le coefficient de 2 est positif, on en déduit :

e d’abord que —1 est entre les racines, soit :

u < —1<ug;
e puis que 1 est extérieur aux racines ; grace au point précédent on en déduit :
U < —1 <wug < 1.

Par suite, (E’) posséde une unique racine ug dans [—1,1]. Comme cos réalise une bijection

de [0, 7] sur [—1,1], Péquation donnée posséde une unique solution dans [0, 7.

Exercice 44 :

La relation de Chasles nous donne :
—_— —
mW:Oﬁ+MMC
—
Comme M’ =73(M), on a MM’ =i et donc :
—_—
mW:Oﬁ+ﬁ

En considérant successivement les deux composantes, on obtient :

Y=xz4+a et Yy =y+5.
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Exercice 45 :

Etant donné :
e que l’équation de T est y = f(x),

!
e que I'image de M‘g est M’ z, avec :

¥=x+a et y =y+4
I’équation de I'image I'V de T" par la translation de vecteur a\g est :

y —B=f@"—a)

ou encore :

y = f(@' —a)+ 8.

Exercice 46 :

La mise sous forme canonique nous dit que I a pour équation

N R S 1
y=a o 2a 4 a2

b2 —dac b\
Yyt ———=a|T+ 5| -

ou encore :

4a 2a

Par suite, le point M ; appartient a I' si, et seulement si, le point de coordonnées :

x—i—i +b2—4ac
2a’y 4a

appartient & I',. Ainsi, d’aprés le résultat de exercice 45, la courbe I' est I'image de I, par
la translation 7 de vecteur de composantes :

71 7b2—4ac
2a’ 4a

Exercice 47 :

Dans le cas réel, nous avions étudié :

e un probléme d’identification : c’est la premiére question que nous étudierons;
e la mise sous forme canonique : il n’y a pas de différence avec le cas réel ;

e les racines de ’équation f(z) = 0 : nous justifierons que toute équation du second degré
posséde (au moins) une solution dans C;

e lesigne de la fonction f : cela n’a aucun sens pour une fonction & valeurs complexes puis-
qu’a notre niveau, nous n’utilisons aucune relation d’inégalité (encore appelée relation
de comparaison ou relation d’ordre) dans C;

e les variations de la fonction f : cela n’a aucun sens pour une fonction & valeurs complexes
car, pour parler de variations (croissance, décroissance), il est nécessaire de disposer
d’une relation d’inégalité, ce qui n’est pas le cas dans C;
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e la représentation graphique de la fonction f : ¢’est une question qui ne se pose pas pour
une fonction d’une variable complexe et & valeurs complexes ; en effet il faudrait pouvoir
« mettre C en abscisse » et « mettre C en ordonnée », ce qui n’est pas réalisable.

Exercice 48 :

Supposons :
VzeER az’+bz+ceR. (%)

La relation (x) étant vraie pour z = 0, on a donc ¢ € R.

Si l'on utilise alors (%) avec z = 1 et z = —1, alors on obtient :
a+b+ceR e a—b+ceR.
Comme on a prouvé ¢ € R, on en déduit :
a+beR et a—-beR
Par somme et différence, on obtient alors immédiatement :
2aeR et 2beR

et donc :
aceR et beR.

Exercice 49 :

1. Puisque la propriété az? + bz + ¢ = 0 est vraie pour tout z € R, elle est vraie en
particulier pour z = 0, ce qui donne ¢ = 0. L’hypothése devient alors :

VzeR az’+bz=0.
En prenant successivement z = 1 et z = —1, on en déduit :
a+b=0 e a—0b=0,
ce qui, par somme et différence, donne directement :
a=0 et b=0.
2. Par hypothése, nous avons :
Vz2eC az’+bz+c=0

et donc en particulier :
VzeR az’+bz+c=0.

La question précédente nous dit alors que 'on a a = b =c¢ = 0.
3. Supposons :
V2eC az’4bzt+c=d 22+ 2+,

11 suffit de faire la différence pour obtenir :
V2eC (a—a)2>+(b—=b)z+(c—c)=0.
On déduit alors de la question précédente :
(a—d)=0b-V)=(c-C)=0

et donca=da,b=0V et c="c.
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Exercice 50 :
Dans le cas réel, pour conclure a = a’, b =0 et ¢ = ¢/, il suffit d’avoir :
ar’+br4+c=d 2>+ ax+,
pour trois valeurs distinctes de la variable x.

J’espére que vous étes capable de refaire rapidement la démonstration sans vous précipiter
sur la solution (Sinon, ou pour confirmation, voir l’exercice 13).

Remarque Vous vous demandez peut-étre : « pourquoi cette question ? », ou plutodt : « que
fait ici cette question? ».

e En fait, cette question est la simplement pour vous montrer comment vous pouvez
assimiler les connaissances, non pas en les juxtaposant mais en les imbriquant (ce qui
rend ’édifice plus solide).

e C’est en faisant ce genre d’aller-retour (ici, revenir au cas réel) que vous allez pouvoir
comparer des énoncés voisins mais néanmoins différents et qu’il faudra, par la suite,
utiliser & bon escient sans mélanger leurs hypothéses et leurs conclusions.

A Tavenir ce sera & vous de vous poser ce genre de question !

Exercice 51 :

Pour tout z € C, on a :
b\? B—4dac
f@“((”ﬁ) T)

Exercice 52 :
1. L’équation Z2 = a s’écrit aussi :
0=2"-a=(Z-Va)(Z+Va).

Comme un produit de nombres complexes est nul si, et seulement si, 'un des facteurs
est nul, on en déduit :

Z=va ou Z=-—o.

Ainsi, un réel a > 0 n’a pas d’autre racine carrée complexe que les racines carrées réelles
que nous connaissons déja.

2. L’équation Z2 = o s’écrit aussi :

0=2%—«
=72~ (iv=a)®
=(Z-iv=a)(Z+iv=-a).

Comme un produit de complexes est nul si, et seulement si, 'un des facteurs est nul,
72 = o est alors équivalent & :

Z =iv—a ou Z=—i\—a.
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Exercice 53 :

1. Cherchons Z = r¢e' avec r € R et 6 € [0,27], tel que :
72 =r2e? = =1¢'%.
L’équation précédente équivaut & r =1 et :

™

2
o 2

[27] ou encore 6 =

IS
£}

on en déduit :

ud ;B
Z=¢'4 ou Z=¢"1.

Par suite, le complexe i posséde deux racines carrées qui sont :

Zicé+ﬁ@>

2 2
2. Cherchons Z = re® avec r € R et 0 € [0, 27, tel que :
Z2=r2e% =1 =121,

L’équation précédente équivaut & r = V2 = 271 et :

™

20 2 [27] ou encore 6 = g [7].
on en déduit :
Z=2i¢'% ou Z=21cF =_27¢%,

ou encore :

1 T s
Z_—iQZ( — ) Si —)-
cos8 +1 sm8

Exercice 54 :
Soit z € C*. Cherchons & quelles conditions un complexe Z vérifie Z2 = z.

e Comme z # 0, on peut ’écrire sous forme trigonométrique z = pe®.

e Comme z est non nul, 0 n’est pas une racine carrée de z.

Cherchons donc Z € C* sous forme trigonométrique Z = re*?.

e Alors Z est une racine carrée de z si, et seulement si :
12 el — e,
Comme r2 > 0 et p > 0, I’équation précédente équivaut & :
r?=p et 20=yp[27].
Comme r > 0, cela équivaut aussi a :

_ ¥
r=./p et 9:5[7r].

Par suite, z admet deux racines opposées :
Vet et pe (517) = — speif
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Exercice 55 :
Soit Z =X +iY avec (X,Y) € R? tel tel que :
(X +iY)? =Z=z=x+1y.
1. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

X2-v? = z (i)
{ 2XY = y (i)

2. L’égalité des modules nous donne :

X2 1Y% =/a2 +y2 (i)

e Par somme et différence de () et (iii), on obtient :

X2 = TEVERY oy TRV Y
2 2

On en déduit X et Y au signe prés, soit quatre possibilités puisque y # 0 et donc
X # 0 ainsi que Y # 0.

e D’aprés (ii) le produit XY est du signe de y et il existe donc seulement deux
couples (X,Y") vérifiant ces trois conditions, couples que 1’on peut alors exprimer
en fonction de z et de y sans la moindre fonction trigonométrique.

Bien que n’utilisant que des conditions nécessaires (implications), le raisonnement précédent
donne toutes les racines de z puisqu’il en donne au plus deux et que 'on sait qu’il en existe
exactement deux.

Exercice 56 :

e Soit Z=X+iY tel que Z?> =1+4. On a alors :

X2-Y? =1 ©)
2XY = 1 (i7)
X?2+Y?2 = V2 (i44)

Par somme et différence de (i) et (éi4), on obtient :

142 21
+2\f ot Y2:f2 .

X:j:\/lg\/ﬁ et Y:i\/ﬂ;y

Comme 2 XY =2 >0, les réels X et Y doivent étre de méme signe;

X? =

et donc :

les racines carrées de 1 + ¢ sont donc :

1+v2 . [V2-1
Z1\/ 5 +Z\/ 5

/1 2 [vV2—1
et 22:721:7 +2\/_7’L \/_2 .
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. ] T . 2 . 2 . .
e Comme 1 +1i=+/2¢€'%, les racines carrées de 1+ i s’écrivent aussi :

ol

1927 ¢if = 49oi (cosfﬂ‘smf).
8 8

. 1 4=
Puisque cos § > 0, on a Z; = 27 ¢'s, et donc :

m 1+v2  V2+2 ainst que sin 22
COS — = = INS1 qu sm-=-—-
8 272 2 a 8 2

Exercice 57 :

En posant A =b%? —4ac, pour tout z € C, on a :

Il est alors immédiat que I’équation

az?4+bz+c=0

posséde une racine, par exemple :

Exercice 58 :

Posons A = b% — 4 ac et considérons § une racine de A. La forme canonique s’écrit alors :

az’+bz4+c=a quiJri quifi .
N 2a  2a 2a 2a

Il y a alors deux cas :

e Premier cas : A £ 0 et donc § # 0.

Comme un produit de complexes est nul si, et seulement si, 'un des deux est nul, on en
déduit que I'équation (F) posséde exactement deux racines (distinctes) qui sont :

z_—b+(5 ot z_—b—(s
1 2a 2= 2a
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e Second cas : A =0 et donc § =0.
Pour z € C, on a alors :

b\ 2
az2+bz+c:a<z+—> ,
2a

et I’équation (E) posséde une unique racine qui est : zg = 54
a

Exercice 59 :
Pour z € C,on a :
22— 2z cosf+1=(z—cosh)® +sin®0
= (z — cos)’ — (isinh)?.
On en déduit que les solutions de I’équation donnée vérifient :
z —cosf = £isinf

ou encore :
z=cosf tisinb.

51

Comme 6 € ]0, [, on a sinf # 0 et ’équation posséde deux racines distinctes :

21 = eie et 29 = efw.
Exercice 60 :

Le discriminant de cette équation vaut :

A:(5—i)2—4x6(2—%)

=(24—-10¢)—4(12—54)

= —24+4101.
Cherchons § = x + iy tel que A = —24 + 107 = 62.
Avec la méthode classique, cela méne & :

22 —y?=-24, 2zy=10 et z%+y*>=26.
Par somme et différence, on en déduit :
2 =1 et y?=25,

ce qui donne :
r==x1 et y=+£5.
En utilisant 22y = 10, on en déduit que d = 1 + 54 est une racine de A.
Par suite, les racines de I’équation donnée sont, :
(5—4)x(1+51%)
12

ou encore :
3+ 21 231
= 29 = .

e
6 6

21

© JMC - (27 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com

[sommaire] 51


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 52

Exercice 61 :

Le produit (2z — 1) (3z — 2) étant nul si, et seulement si, 'un de ses facteurs est nuls,
les solutions de I’équation donnée sont :

z1 = et zZ9 =

1 2

2 3

Exercice 62 :
On suppose ici A € R* . Par suite, si § vérifie 62 = A, alors § est imaginaire pur.
(voir éventuellement question 2 de ’ezercice 52)

Ainsi, il existe 0 € R* tel que § = ¢ dg, et les racines de ’équation donnée :

—b—10dg ot —b+1idp
2a 2a

sont donc conjuguées.

Remarque Dans ce cas, les racines s’écrivent aussi :

—b—1yv/—A ot —b+iv—-A
2a 2a

Exercice 63 :
La réponse est « non » puisque ’équation :
iz +i=0

a pour solutions ¢ et—i, qui sont conjugués, et n’est pas & coefficients réels.

Exercice 64 :
D’aprés ’hypothése, la fonction :
h:ze f(2)—g(z)=(a—d)2>+ b —-V)z+ (c— )
s’annule pour trois complexes distincts z1, zo et z3.

e Sia # a, alors ’équation h(z) = 0 est du second degré et ne peut posséder plus de
deux solutions. On en déduit par ’absurde a = a'.

e De méme, on a b = b’ puisque, si b # V', alors I’équation h(z) = 0, qui est du premier
degré, ne posséde qu’une solution.

e Enfin, on a ¢ = ¢, sinon I’équation h(z) = 0 n’a aucune solution.

Par suite, on a bien prouvé a =a’, b=0b" et c = .

Exercice 65 :

Soit A = b? — 4ac le discriminant de ’équation :
az?+bz+c=0. (E)

e Premier cas : A # 0.

Lorsque ’on a déterminé les racines de ’équation (E), on a vu que l'on a :
V2eER az’4bz+c=alz—z)(z— 2)

ol z1 et z9 sont les deux racines distinctes de I’équation (FE).
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e Second cas : A = 0.

De méme, dans ce cas, on a vu que ’on a :
VzeER az’+bz+c=a(z— 2)?

ou zq est 'unique racine de (E), ce qui prouve le résultat avec z; = 25 = zp.

Exercice 66 :

Comme on connait une forme factorisée de a 22 4 bz + ¢, il est immédiat que :

® si z1 # zo, alors I’équation a deux racines distinctes qui sont z1 et zo;

e si z; = zo, alors I’équation a une unique racine qui est z; = 2.

Exercice 67 :

L’ensemble S des solutions de I’équation :
az?+bz4+c=0
contient 1 ou 2 éléments. Par hypothése, S est aussi ’ensemble des racines de 1’équation :
a2+ 24+ =0.
e Premier cas : S = {z1,22} avec z1 et z3 deux complexes distincts.
On sait alors que, pour tout z € C :
a2 +bz+c=a(z—2)(z — 2)

et :
a2+ 2+ =d (z—21) (2 — 2).

Comme a # 0, on en déduit immeédiatement :
a/
VeeC d22+b 2+ =—

. (a22+bz+c).

Posons k = % En identifiant les coefficients, on obtient :
ad =ka, bV=kb et =kec
e Second cas : S = {z} avec zg € C. On sait alors que, pour tout z € C :

a2 +bztc=a(z— )

et :
a2+ 2+ =d (z— 2)2

Comme a # 0, on en déduit immeédiatement :

!/

VzeC a’z2+b’z+c’:a—(a22+bz+c)
a

et I'on termine comme dans le cas précédent.
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Exercice 68 :

Dans le domaine réel, I’énoncé serait le suivant. Soit a, b, ¢, a’, b’ et ¢’ des réels tels que a # 0
et a’ # 0. Si, pour tout x € R, on a :

ar? +br+ec=0< dz®+baz+c =0,
alors il existe k € R tel que :
ad =ka, b=kb et =kec

Les deux équations :
224+1=0 et 2°+2=0

ont sur R méme ensemble (vide) de solutions et donc :
Vz e R (x2+1=0 & x2—|—4:O).
Pourtant, on ne peut pas trouver k£ € R tel que :
1=k1 et 1=k4,

ce qui prouve que cette propriété est fausse sur R.

Exercice 69 :

1. Comme z; et 2o sont les deux racines distinctes ou confondues de 1’équation a 22 + bz +
¢ =0, nous avons vu que l’on a :

VzeER az’4bzd+c=a(z—2)(z—2).
En identifiant, on en déduit :
coeff. de z : b= —a (21 + 22)

coeff. constant : c= a2z 29

et, comme a # 0, on obtient :
b c
S=21+29=—— et pP=2z120 = —-
a a

2. En utilisant les relations de la question précédente, on obtient :

A=b—4ac=ad? (zl+22)274a22122 = g2 (21—22)2.

Exercice 70 :

Soit z; et zo les deux racines conjuguées de ’équation.

e Leur somme est alors réelle car : z1 + 20 = 21 + 21 = 2 Re 2.

. b
Par suite, on a —— € R.
a

e Leur produit est aussi réel car : 21 2o = 2121 = |21|% .

. c
Par suite, on a — € R.
a

Comme on sait que a € R, on en déduit : b € Ret ¢ € R.
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Exercice 71 :

L’équation posséde évidemment 1 comme racine.

Le produit des racines valant —2 14, on en déduit que l'autre racine est —2i.

Remarque On peut aussi « voir directement » que 1 — 27 et —2i sont respectivement la
somme et le produit de 1 et de —21.

Exercice 72 :
Les deux complexes e et e~ vérifient :
e +e7® =92cosf et e =1.
Par suite, ce sont les racines de 1’équation :
22 —2zcosf+1=0.
Remarque 1l est certain que, pour l'instant, cela peut vous sembler un peu parachuté mais

avec un peu d’entrainement et un peu plus d’utilisation des nombres complexes, ces racines
deviennent en quelque sorte des racines évidentes de I’équation donnée.

Exercice 73 :

On a résolu cette équation & ’exercice 60 de la page 21 et ’on a trouvé comme racines :

3+214 2—31
zZ1 = e Zo = .
! 6 2 6
On obtient immeédiatement :
5—1
Z1 + zZ9 = 6

ainsi que :
. . . 5i
(3+22)(2—3@):12—5z 2- %
36 36 6

Cela prouve que 21 et zy sont bien les racines de ’équation donnée.

2122 =

Remarque Je vous laisse imaginer les calculs d’une vérification a ’aide de deux substitu-
tions dans I’équation donnée !
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