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Puissances

La raison premiére qui m’a incité a écrire ce chapitre réside dans une question
qu’il m’arrive souvent de poser a de brillants éléves de Terminale qui envisagent de
poursuivre des études supérieures scientifiques :

« Quelle est la définition de v/a? »
Voici une liste non exhaustive de réponses incorrectes que j’ai pu avoir.
(» +v/a c’est quand on obtient a en élevant au carré.
(> +/a est le nombre qui, élevé au carré, donne a.

(3 +/a est un nombre qui, élevé au carré, donne a.
. 1
(® +/a est égal & az.
Que peut-on dire de ces réponses ?

e Je passerai rapidement sur la réponse (1) qui reléve d’un niveau infantile d’ex-
pression, puisqu’elle relie v/a qui est un nombre avec une proposition qui ca-
ractérise une action : « c¢’est quand ... ». Pour définir un nombre, il faut partir
d’un nombre et en donner la ou les propriétés caractéristiques.

e La réponse (2) est plus homogéne, puisqu’elle dit que /a est « le nombre
qui ... »; en revanche 'utilisation de ’article défini « le » la rend fausse : en
effet, la présence de cet article défini entraine I'unicité « du nombre qui élevé
au carré donne a », alors qu’en général, il y en a deux qui sont opposés.

e La réponse (3) ne préte évidemment pas le flanc a la critique précédente puis-
qu’elle utilise I'article indéfini « un ». En revanche, elle ne donne pas une
définition suffisamment précise de y/a puisque, pour V4 par exemple, certains
pourraient prendre +2, alors que d’autres prendraient —2.

e Quand, & la personne qui m’a donné la réponse (1), je demande de me préciser
la définition de a”, j’obtiens invariablement, :
n
a"=axax---xXa

TV
n occurrences de a

ce qu’il est ensuite tres difficile d’utiliser avec n = %

Les quatre formulations (incorrectes) données ci-dessus, qui représentent la quasi to-
talité des réponses initiales, montrent a quel point les éléves de Terminale connaissent
mal une notion qu’ils utilisent depuis longtemps.

Ne connaissant plus (ou pas) la définition précise de cette quantité, ils ont énor-
mément de mal & assurer les régles de calcul qui permettent de la manipuler et
les appliquent souvent au hasard voire avec beaucoup d’angoisse, ce qui donne des
questions telles que : « A-t-on le droit, Monsieur, de dire que ... 7 »

C’est pourquoi ce chapitre va vous permettre de passer en revue les différentes
notions de puissances que vous avez progressivement rencontrées au cours de votre
scolarité et ainsi de mieux comprendre définitions, régles et conventions.
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Rappel de notations classiques utilisées dans ce chapitre

e N est I’ensemble des nombres entiers naturels, ou encore des entiers positifs;

N* =N\ {0} est ’ensemble des nombres entiers naturels non nuls;

Z est ’ensemble des nombres entiers relatifs (entiers positifs et négatifs) ;

Q est I'ensemble des nombres rationnels, quotients de deux éléments de Z,
le dénominateur étant évidemment non nul, voire strictement positif;

R est I’ensemble des nombres réels (nombres rationnels et irrationnels).

R* =R\ {0} est ’ensemble des réels non nuls;

R, est ’ensemble des réels positifs (i.e. positifs ou nuls) ;

e R’ est 'ensemble des réels strictement positifs;

Remarque Pour un réel quelconque et, en particulier pour un entier, « positif »
signifie positif ou nul. Si 'on veut exclure 0, il faut dire « strictement positif ».

Evidemment, si vous lisez ce papier en fin de terminale, vous connaissez aussi I'en-
semble C des nombres complexes (sinon, oubliez ce cas, ainsi que 'exercice qui suit).

WWW Ex 1: Que pensez-vous des ensembles C*, C, C% 7 p.18

I. Puissances entiéres

1. Puissances entiéres positives - Définition intuitive

Pour a € R, la notion intuitive, que [’on doit avoir, d’'une puissance entiére :

a"=axax---xXa
NS -~ >
n occurrences de a

ne s’applique évidemment qu’aux puissances entiéres strictement positives, a cause
du « n occurrences » évidemment. Elle est mathématiquement mal formulée mais
permet d’assurer bon nombre de relations et aussi d’en retrouver la définition rigou-
reuse par récurrence, dont nous parlerons dans la partie suivante.

Remarque Si vous connaissez les complexes, vous n’avez aucun mal a voir que
I’on peut, de la méme maniére, définir toute puissance strictement positive d’un
complexe.

Premiére régle de calcul
A Taide de la définition intuitive précédente il est immeédiat de vérifier que, pour
tout a appartenant & R (voire pour a € C), pour n € N* et m € N*, on a :

A" xad"=axax---xXaxaxax---xa=a"™"m
TV - TV -
noccurrences de a m occurrences de a
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Deuxiéme régle de calcul Sous les mémes hypothése, on a aussi :

(@)™= ax--+xa X--+xX ax---xa =a"™
—_——— —_———
noccurrences de a n occurrences deg
Vv

m occurrences de a™

Remarque En cas de doute sur 'une des formules précédentes, inutile d’écrire
des choses trop compliquées : il suffit de regarder des cas particuliers comme, par
exemple, n = 2 et m = 3, qui permet de trancher entre "™ et a"™.

Evidemment, il ne faut pas prendre m = n = 2.

Ex 2 : Quelle troisiéme régle de calcul peut-on donner, concernant (a x b)™?

Cas particuliers Soit un entier n € N*,
e On a évidemment : 0" =0 et 1" = 1.
e De plus, si a™ = 0, alors on a a = 0 puisqu’un produit de réels (de complexes)

est nul si, et seulement si, 'un de ses termes vaut 0.

Définition de a°

On définit a® pour que les régles de calcul précédemment rencontrées soient valables
non seulement pour n € N* et m € N* mais aussi pour n € N et m € N. On veut
donc en particulier avoir :

YneN VYmeN da"xa™=ad""™.

Il est évident que a® = 1 est la bonne convention a prendre, pour que cette régle de
calcul reste valable pour les entiers positifs (ce qui équivaut a « positifs ou nuls »).

D’ou la définition suivante.

éfinition 1

Pour tout a € R (voire a € C), on pose a° = 1.

2. Puissances entiéres positives - Définition rigoureuse

Reprenons ces notions de puissances entiéres positives, mais dans 'optique de ce que
vous ferez en premiére année du supérieur. Au lieu de partir d’une définition intuitive
utilisant des points de suspension, nous allons en donner une définition rigoureuse, ce
qui nous permettra ensuite de démontrer les trois régles de calculs que vous utilisez
couramment. Au final, rien de nouveau, mais une vraie justification.

Dans toute cette partie, a désigne un nombre réel quelconque mais, si vous connaissez
les complexes, vous n’aurez aucun mal & vérifier que tous les énoncés restent valables
pour a € C.
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La notion de puissance positive se définit rigoureusement par récurrence.

Définition 2
Si a est un réel (voire un complexe) donné, alors on pose a’ = 1 et,

pour tout n € N, on pose a" = a" x a.

Remarque Ce n’est pas un scoop si I'on pense a la définition intuitive !

Nous allons profiter de cette définition pour introduire un quantificateur souvent
utilisé en mathématiques et avec lequel il est bon de commencer a vous familiariser.

a) Le quantificateur universel

Si, dans la définition précédente, on prend a = 2, alors :

pour tout n € N, on a 2" = 2" x 2. ()
La phrase («) peut s’écrire de fagon plus synthétique avec un quantificateur :
vneN 2"t =2" x 2. (o)

e Le symbole « V », appelé quantificateur universel, se lit « pour tout ».

e Ainsi, la phrase mathématique ('), on dit aussi 1’assertion ('), traduit de
fagon plus compacte et plus lisible la phrase initiale («).

e Contrairement aux apparences, I’énoncé (') ne dépend pas de n; on aurait le
méme énoncé en écrivant :

vmeN 27t =2m x 2, (o)

C’est pourquoi la lettre n figurant dans (o), aussi bien que la lettre m figurant
dans (o), sont qualifiées de variables muettes.

Remarque Le symbole «V » que 'on vient d’introduire est trés utile mais il ne
faut 'utiliser que dans le contexte d’une assertion mathématique. Il est strictement
interdit d’utiliser ce symbole comme abréviation dans une phrase en francais.

D’aprés la définition précédente, la propriété («) est valable, non seulement pour 2,
mais aussi pour tout réel a, ce que I'on peut écrire avec deux quantificateurs :

VaeR VYneN o' =a"xa, (B)
et qui se lit alors :
pour tout a € R et pour tout n € N, on a a"™ = a" x a. (8"
Dans un francais un peu moins fluide, on pourrait aussi dire :
+1

pour tout a € R, on sait que, pour tout n € N, on a a"" = a" X a,
ce qui correspondrait & une écriture (équivalente a /3) avec des parenthéses :

Va € R (VnGN a"+1:a"><a).
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b) Premiéres démonstrations

On peut utiliser plus de deux quantificateurs, et, par exemple, la premiére régle de
calcul sur les puissances s’écrit avec trois quantificateurs :

VaeR YneN VmeN o™ xa® =a™m. ()

ce que ’on peut aussi voir sous la forme :
VacR (neN (¥meN a"xa’=a™")).

e Pour démontrer 'assertion précédente qui est du type « Va € R... », on com-
mence par prendre un réel ag € R quelconque, et I’on essaie de prouver que ce
qui suit est vrai pour ag, ¢’est-a-dire que ’on a :

vneN (VYmeN af xaf =ag™").

e Considérons ’expression :

VmeN ap' X aj = al™.

Etant donné que aq est fixé et que m est quantifié (i.e. précédé d’un quantifi-
cateur), cette expression ne dépend que de n et nous la noterons donc H,,.

e Comme n décrit N, nous pouvons prouver H, par récurrence.

x La propriété :
Hy: VmeN af xa)=al'

est vraie par définition de a® qui est égal a 1.
* Pour I’hérédité, considérons ng € N et supposons H,,, c¢’est-a-dire :

vmeN a) x ag® = agt"™.

Nous devons alors prouver H,, 1, ¢’est-a-dire :
no+1 m+no+1

m —
VmeN af xa)®" = aq

Pour ce faire, prenons un mg € N quelconque. Alors :

mo no+1 _ _mo no , .. no+1
ap® X ay’" =ay" X a;’ X ag par définition de a;
= af®t" x ag d’apres H,,
mo+no+1 (m0+n0)+1

= a par définition de q,

Le principe de récurrence nous permet alors de dire que H,, est vraie pour
tout n € N, ce qui termine la démonstration de cette régle de calcul.
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Ex 3 : Justifier la deuxieme regle de calcul sur les puissances.

Evidemment, ne pas vous ruer sur les pages précédentes, mais écrire cette deuziéme
regle puis juger de ezactitude de ce que vous avez écrit (comme si vous étiez en

devoir surveillé) avant, éventuellement, de vérifier. p.18
Ex 4 : Démontrer la troisiéme régle de calcul sur les puissances. p.19
Ex5: Que vaut 0°7 p-19
Ex 6 : Soit a € R* et n € N. Etablir ai” = <%>" p-19

Pour finir cette partie, rappelons un résultat de dérivation concernant les puissances.

Ex 7 : Soit I un intervalle de R et u : I — R une fonction dérivable.

Pour tout n € N*, montrer que la fonction u” définie par :

n

u': I — R

est dérivable, et exprimer (u™) en fonction de u et w’. p.19

3. Puissances entiéres négatives
a) Définitions et propriétés

Nous allons maintenant définir les puissances négatives pour que les régles de calcul
précédemment rencontrées soient, valables non seulement pour n € N et m € N mais
aussi pour n € Z et m € Z. On veut donc en particulier avoir :

VneZ YmeZ a"xa™=a"m
Avec cette contrainte (bien naturelle) on doit, en particulier, avoir :
VneN a"xa"=a"=1.

Par suite cela impose :

e que a” soit non nul et donc, comme n > 0, que a # 0;

e que, pour n € N* on ait ™" = —-

an
D’ou la définition suivante.

éfinition 3

Pour tout a € R* (voire a € C*), pour tout n € N* on pose : a " = —-

Attention Contrairement a ce qui se passait dans la premiére partie, on ne parle
de puissances négatives que pour des nombres (réels ou complexes) non nuls.
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Avec cette définition, les relations vues dans la section précédentes restent valables
avec des exposants entiers relatifs. Pour tout réel a € R*, on a donc :

YneZ VYmeZ a® x a™ = g"tm

ainsi que :
YneZ YmeZ (a”)m =ag"".

De méme, pour a € R* et b € R*, on a :
VneZ (axb)" =a" xb".

Remarque Sivous connaissez les complexes, ces régles de calcul sont aussi valables
lorsque a et b sont des nombres complexes non nuls.

Ex 8 :  Faut-il démontrer la premiére régle de calcul sur les puissances, ou est-elle vraie
d’aprés ce qui est écrit au début de cette partie? p.20
Ex 9 : Démontrer les deux autres régles de calcul. p-21

Méthode Les démonstrations faites dans les exercices précédents, assez tech-
niques et un peu fastidieuses, sont indispensables pour justifier ces régles de calcul
pour les puissances entiéres quelconques. En revanche, pour les retenir et les assurer,
il suffit de vous rappeler que ce sont les mémes que pour les puissances positives.

Ex 10 : Soit a € RY et n € Z. Exprimer In (a™) en fonction de Ina. p.22

b) Dérivation et intégration

Pour finir cette partie, vérifions que la régle de dérivation vues pour les puissances
)
positives s’applique aussi aux puissances négatives.

Ex 11 : Soit I un intervalle de R et » : I — R* une fonction dérivable.
Pour tout n € Z, montrer que la fonction u™ définie par :

n

u': I — R

est dérivable, et exprimer (u™) en fonction de u et w’. p.23

Exemple Pour calculer la dérivée de f: R} — R |

1
T )
i

1
e il n’est pas efficace d’utiliser la régle de dérivation de — :
U

e on a plutot intérét a penser : Vo € R%  f(z) = 22, ce donne directement :
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De méme, une bonne utilisation du résultat précédent permet de vous faciliter la
vie dans le domaine des calculs de primitives. En effet, on trouve souvent dans les
livres de Terminale les résultats suivants que vous avez di apprendre par coeur.

Siu: I — R est une fonction dérivable, alors :

e Pour n € N, la fonction u™ x u' admet pour primitive

u’ -1 1
e Pour n € N* et n # 1, la fonction — admet pour primitive X
um n—1 wur1

(dans ce cas, on suppose évidemment que u ne n’annule pas sur I).

Alors, qu’en fait, il n’y a qu’un résultat a connaitre :

n+1

e Pour n € Z et n # —1, la fonction ™ x v’ admet pour primitive X U

Meéthode En fait, il est méme inutile « d’apprendre » ce dernier résultat : ce n’est
que la régle de dérivation lue a I’envers.

e Si l'on connait bien la régle de dérivation de ", alors il est immédiat que la
fonction u™ x u' est la dérivée de « quelque chose en u"*! ».

e Comme la dérivée de u™*! fait apparaitre la constante multiplicative n+ 1, on
doit diviser par cette constante pour compenser.

n+1

e On en déduit que 'on peut prendre comme primitive : X U

+1

Si jamais on ’avait oublié (ce qui est humain), le fait de diviser par n + 1
permet de se rappeler que I'on doit avoir n # —1, ce que ’on s’empressera de
mettre au début de la rédaction !

Une telle fagon de calculer une primitive en deux temps (mais a la vitesse de la
lumiére) évite toute angoisse et tout risque d’erreur.

Exemple Pour calculer une primitivede f: R} — R , on a intérét a penser :

1
r — —
3

Ve eR:  f(z)=2"°

ce qui permet de prendre comme primitive « quelque chose en 273! = 272 » : en

dérivant de téte ce 72, on voit que 1’'on peut prendre comme primitive :
F: R, — R
1 1

_— ——xr ‘= ——
v 2% 222

Ex 12 : Soit I un intervalle de R et u : I — R* une fonction dérivable.

Donner une primitive de u" x u’ lorsque n = —1.

Ex 13 : Donner une primitivede f: R — R

Tr +— COS3

T sinx
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II. Autres puissances

1. Racine carrée d’un réel positif

a) Définition et propriétés élémentaires

Commencons par deux questions essentielles.
Ex 14 : Soit a € R et b € R. Que pensez-vous des affirmations suivantes 7

1. Si I'on a a = b, alors on peut en déduire a® = b?.

2. Si l'on a a® = b?, alors on peut en déduire a = b? p.23
Les réponses erronées vues dans le prologue de ce chapitre (et qui auraient pu éven-

tuellement étre les votres) permettent de mieux cerner la définition suivante, qu’il
est indispensable non pas d’apprendre mais de connaitre au plus profond de vous.

éfinition 4
Pour tout a € R, la racine de a, notée \/a, est le réel positif de carré a.

Caractérisation pratique Pour tout a € R, le réel \/a est donc défini par :
2
Vaz=0 et (Va) =a.
Maintenant, quelques questions indiscrétes mais essentielles pour la suite.

Ex 15 : Pour tout a € R, peut-on simplifier (\/5)2 et Va2 ?

Meémes questions en supposant a € R. p-24
Ex16: Siac€ Ry, bec R, et \/a=+b, peut-on en déduire a = b? p-24
Ex17: Sia€ Ry, be Ry et a=Db, peut-on en déduire \/a = vb? p.24
Ex 18: SiacR,, be Ry, peut-on en déduire vVab = vVavb? p-24
Ex19: Siac Ry, be Ry, peut-on en déduire va+ b= /a+Vb? p-25
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Méthode

e J'espére que, grace a cette suite d’exercices, vous avez compris qu’une bonne
connaissance de la définition de la racine d’un nombre réel positif, liée & un brin
de réflexion, permet facilement de confirmer ou d’infirmer facilement chacune
des affirmations précédentes.

e Je ne sais si vous vous en étes rendu compte mais c’est le genre d’affirmations
que vous pouvez avoir envie d’énoncer lorsque vous manipulez des radicaux,
et sur la validité desquelles il vous arrive peut-étre (souvent ?) d’hésiter.

e Cela vous a peut-étre paru long et fastidieux de re-réfléchir au lieu d’appliquer
des recettes toutes faites mais il en est toujours ainsi lorsque 1’on utilise une
nouvelle méthode. Avec un peu d’entrainement, ce genre de démarche arrive
au niveau du réflexe, se fait automatiquement et, surtout, beaucoup plus rapi-
dement. Toutefois son intérét essentiel est de rendre plus assuré bon nombre
d’affirmations tout en libérant la mémoire et en diminuant I’angoisse !

Remarque N’oubliez surtout pas ce que ’on a vu précédemment :
Va e R Va?=]|al

Voir éventuellement exercice 15 si nécessaire.

b) La fameuse notation puissance 1

Soit a € R, . Alors les relations :

(\/5)2 =a et Va2l=a
peuvent apparaitre comme une extension de la régle de calcul :
VneN VmeN (a")"=a""
avec d’'une part n = %, m = 2 et d’autre part n =2, m = %
Notation Voila pourquoi \/a se note aussi az.

Remarque A ce niveau, cela est d’un intérét limité mais permet surtout d’éviter
de retenir une régle de dérivation particuliére pour \/u (voir exercice suivant).

WWW Ex 20 : Soit I un intervalle de R et w : I — R une fonction dérivable. Montrer que la
fonction /u définie par :

NOE I — R
est dérivable et exprimer (\/ﬂ), en fonction de u et u’. p-25
WWW Ex 21 : Pour a € R’ , exprimer In (a%) en fonction de Ina. p.26
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2. Puissances fractionnaires des réels strictement positifs
(culture générale)

On peut, pour le plaisir, généraliser la notion de puissance % et introduire celle de

puissance rationnelle. Comme cela n’est plus vraiment & la mode et ne fait partie
ni du programme de Terminale ni du programme de premiére année du supérieur,
vous pouvez voir cette partie comme une occasion de vous poser quelques questions
et de dérouler quelques raisonnements intéressants, mais vous pouvez aussi la laisser
de coté dans la mesure ot vous n’en aurez pas besoin pour travailler la suite.

e Pour tout a € R, et tout ¢ € N*, on commence par définir ¢!/ comme I'unique
réel x positif tel que 7 = a. Autrement dit :

x:al/q<:>(:cq:a et ;1:20)
e Ensuite, sir:]—je(@avechN* et p € Z, pour a € RY, on pose :
q

1
a” = (aP)a.
Ex 22 : Quelle justification nécessite la définition du premier point ci-dessus ?

Ex 23 : Quelle justification nécessite la définition du second point ci-dessus ?

Une fois définie correctement la notion de puissance rationnelle d’un réel strictement
positif (cf. exercices précédents), on peut démontrer que les régles de calcul prouvées
pour les puissances entiéres, restent valables pour ces puissances rationnelles. Nous
ne le ferons pas ici car on peut aussi les déduire des résultats de la partie suivante.

Ex 24 : Soit a € RY et r € Q. Exprimer In(a") a l'aide de Ina.

3. Puissances réelles des réels strictement positifs

Nous allons ici introduire une notion qui n’est pas au programme de Terminale mais
que vous utiliserez en premiére année du supérieur, celle de puissance réelle.

Prérequis La lecture de cette partie suppose connues la fonction logarithme
népérien ainsi que la fonction exponentielle.
a) Définition et propriétés

Remarque Sia € R et si o est un élément pour lequel on a défini a®, i.e. o € Z
ouq = %, voire a € Q si vous avez travaillé la partie précédente, alors les exercices 10,
21 et 24 ont permis de prouver que :

In (ao‘) =alna

et donc :
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C’est pourquoi I’on généralise la notion de puissance avec la définition suivante.

éfinition 5

alna

Pour a € RY et o € R, on définit a* = exp(a Ina) =e

Remarque Lorsque ’on ne sait pas que « est entier, c’est la définition précédente
qu’il faut utiliser sans réfléchir !

Méthode Si vous apprenez par cceeur la seule définition précédente, un jour ou
lautre (si cela ne vous est pas déja arrivé) vous serez pétri d’angoisse : a-t-on

a® =exp(alna) ou a”=exp(alna)?

En revanche, si vous pensez au logarithme de a® (en particulier par exemple pour
a =2 ou o = 3), je crois que vous n'aurez aucun mal a dire que c’est :

alna et nonpas alna.
Il suffit alors « d’en prendre I’exponentielle » pour avoir sans la moindre angoisse :
a® = exp (In(a®)) = exp(c Ina).
Pourquoi se priver d’une telle « anti-séche » tout a fait légale ?

Remarque Poura € R et o € R, d’apreés la définition, on a évidemment :

a®>0 et In(a®)=alna.
Ex 25 : Justifier les deux affirmations précédentes. p.27

Les régles de calcul sur les puissances réelles sont les mémes que celles sur les puis-
sances entiéres (rien de nouveau a retenir) sauf qu’elles ne s’appliquent qu’a des
puissances de nombres réels strictement positifs.

Ex 26 : Justifier ces régles de calcul sur les puissances réelles. p.28

Exemples Soit a € RY.

e On a par exemple a3 = (\/5)3 =Vad.
1

Va
Par suite, la « convention » que nous avions prise a I’exercice 20, pour écrire la
dérivée de /u, est une simple application de la régle sur les puissances réelles.

NI

1 -
e Pour tout @ € R, on a a™® = —; en particulier : a~
a
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b) L’angoisse du 0°
« 0% » est-il vraiment défini ou est-ce une forme indéterminée ?

e Nous avons vu précédemment que, par définition, on a :
0°=1.

Cela régle le probléme du point de vue algébrique, c’est-a-dire lorsque 'on
traite d’additions et/ou de multiplications et donc de puissances.

e En revanche, dans le domaine de I'analyse, c’est-a-dire lorsque 1’on parle de
fonctions et en particulier de limites, il arrive de rencontrer 0° avec une tout
autre signification comme, par exemple, dans le cas suivant.

Soit |a, b un intervalle de R avec a < b. Si ’on dispose de deux fonctions :
fila, b =R, et g:la,b) =R
alors on peut définir h : |a,b[ — R par :
Vi € la, b h(z) = f(x)g(r) — e9(@) In(f(2))

Si, 'on a :
lim f(x) =0 et limg(x)=0, (%)

r—a rT—ra

on ne peut a priori rien conclure sur la limite en a de z — g(z) In(f(z)) car :

limIn(f(z)) = —oc0 et limg(z) =0.

T—a r—a

Il y a donc, comme on dit souvent « forme indéterminée ». Vu I’hypothése (x),
cette forme indéterminée est notée 0°; c’est 'origine de la confusion.

En conclusion, il suffit de savoir si 'on parle d’algébre ou d’analyse.

c) Dérivation et intégration

Nous pouvons maintenant donner une derniére formule concernant la dérivée des
puissances de fonctions.

WWW Ex 27 : Soit I un intervalle de R et u : I — R une fonction dérivable.

Pour o € R, montrer que la fonction u® définie par :

u® : I — R

est dérivable et que (uo‘)/ =au* . p-29
Méthode Par suite, la régle permettant de calculer la dérivée d’'une puissance

(constante) de fonction dérivable est la méme que cette puissance soit un entier
positif, un entier relatif ou un nombre réel quelconque.
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Ex 28 : Montrer que la fonction :
f+: R — R
z — 2"

est dérivable et en calculer la dérivée.

Méthode Comme pour les puissances entiéres, une bonne utilisation du résultat
précédent permet de vous faciliter la vie dans le domaine des calculs de primitives.
Dans la suite, on considére o un réel différent de —1, ainsi que u : I — R une
fonction dérivable a valeurs strictement positives.

e Si l'on connait bien la régle de dérivation de u®, alors il est immédiat que la
fonction u® x u’ est la dérivée de « quelque chose en u®*! ».

e Comme la dérivée de u®t! fait apparaitre la constante multiplicative oo+ 1, on
doit, diviser par cette constante pour compenser.

e On en déduit la forme d’une primitive : atl

X
1

Si jamais on avait oublié (ce qui est humain), le fait de diviser par « + 1
permet de se rappeler que I'on doit avoir a # —1, ce que 'on s’empressera de
mettre au début de la rédaction !

Une telle fagon de calculer une primitive en deux temps (mais a la vitesse de la
lumiére) évite toute angoisse et tout risque d’erreur.

Exemple Pour calculer une primitive de f: R} — R , on a intérét a penser :

r —

NI

Ve e R, f(z)=2

. o 1 3
ce qui permet de prendre comme primitive « quelque chose en z2! = 22 » : en

;. . 3 . e
dérivant de téte ce x2, on voit que ’on peut prendre comme primitive :

F: R — R
2 2
Tr +— gzp%:§\/ﬁ:

Ex 29 : Donner une primitive de f: [2,4+00[ —

T
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4. Pour en finir avec « la » racine d’un nombre complexe

Si 'on peut, comme nous ’avons vu, définir sans peine :
e les puissances entiéres positives de tout nombre complexe,

e les puissances entiéres relatives de tout nombre complexe non nul,

les choses se gatent dés que 1’on veut passer a la puissance L. c’est-a-dire définir la
27

racine carrée d’'un nombre complexe.

éfinition 6
On appelle racine carrée d’'un complexe a tout complexe z tel que 2% = a.

Remarque Dans le chapitre sur le trindme du second degré (partie I1.5.a Racines
carrées d’un nombre compleze), il est démontré que tout complexe non nul posséde
deux racines carrées distinctes et opposées alors que 0 est la seule racine carrée de 0.

Ex 30 : Expliquer pourquoi on ne peut pas, pour un complexe, copier la méthode utilisée
pour définir la racine d’un nombre réel positif.

Essayons quelques méthodes pour privilégier une racine de a.

Ex 31 : Soit a € C. Que pensez-vous de la définition suivante de \/a?
« En prenant r € R4 et 6 € R tels que :

a=re? =r(cosh+isinb),

-0
on pose \/a =+/re'z2.»
Ex 32 : Soit a € C. Dire pourquoi la « définition » suivante est incorrecte :

« +y/a est le complexe z tel que 22 =a et Rez > 0. »
Ex 33 : Pour a € C, essayons de donner une derniére définition de /a.
e Si a ¢ R*, on désigne par y/a la racine de a de partie réelle positive.
e Sinon, on désigne par y/a la racine de a de partie imaginaire positive.
Avec cette définition de la fonction racine sur C :
1. pour tout a € C a-t-on (\/5)2 =a?
2. pour tout a € C a-t-on Va2 =a?

3. pour tout a € C et b € C, a-t-on vVab = va x Vb?

Pour jouer avec cette derniére fonction racine, <cliquer ici>.
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En Conclusion

e Méme si I’échec de nos « malheureuses » tentatives précédentes, ne prouve pas
qu’il soit impossible de définir une fonction racine sur C, j'espére que vous
comprendrez pourquoi une telle notion ne figure pas dans les programmes de
la premiére année du supérieur.

e Dans le mesure ou il n’y a aucune définition de racine d’'un complexe dans
le programme, il est évident que vous provoquerez, chez tout professeur ou
interrogateur, une réaction explosive si vous utilisez la notation /2 lorsque z
est un complexe dont on ne sait rien de plus!

En effet, I'utilisation d’une écriture du type f(z), ou f est une fonction, suppose
I'unicité de ’élément désigné par f(z).

Remarque linguistique  J’espére que dans ce qui préceéde (énoncés, aides et
corrections des exercices), vous avez été attentif a la présence, selon les cas :

e des articles définis « le » ou « la », dont 'utilisation suppose que 1’on soit siir
de I'unicité de 'objet référencé ;

e des articles indéfinis « un » ou « une », que ’on doit utiliser tant que I’on n’a
aucune information d’unicité sur I’objet référencé.

Il est dommage que certains, lorsqu’ils font des mathématiques, négligent d’étre
attentifs a une utilisation correcte et rigoureuse du francais. Outre que ce genre de
comportement laxiste risque de diminuer drastiquement la qualité de leur copie, une
mauvaise utilisation chronique du francais aboutit souvent a une augmentation de
I’angoisse et a un affaiblissement du niveau par manque de précision et de rigueur
dans leurs raisonnements ou dans les questions qu’ils se posent.
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III. Solutions des exercices

Exercice 1 :

e Il n’y a aucun probléme pour C* : c’est ’ensemble des nombres complexes non nuls, ce
qui se note aussi C\ {0}.

e En revanche, comme sur C, on n’utilise pas usuellement de relation d’ordre, i.e. on
n’utilise pas usuellement de relation permettant de dire si un élément est plus grand ou
plus petit qu’un autre, les notations C; et C% n’ont aucun sens.

Exercice 2 :

Pour a € R, b € R (voire a € C et b € C) et n € N*, la notion intuitive permet facilement de
vérifier que ’on a :

(axb)"=(axb)x(axb)x-x(axb)

noccurrences de (axb)

=aXaX---XaxXbxbx---xb

noccurrences de a  moccurrences de b

=a" xb".

Exercice 3 :

Démontrons :
VaeR YneN VmeN (a™)"=d™"".

Soit ag un réel quelconque.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété :
YmeN (af")" =ag™. (H,)

e La propriété :

e Pour I’hérédité, considérons no € N et supposons H,,,, c’est-a-dire :
YmeN (a™)" =a™".
Nous devons alors prouver H,,, 41, c’est-a-dire :
YmeN (a™)™t! = qm (ot

Pour ce faire, prenons un mg € N quelconque. Alors :

(a™0)"0t ! = (af*)™ x af* par définition des puissances
— mono mo ) A
= a| X ag d’aprés Hp,
= qgomotmo d’aprés la premiére régle
_ aglo(no-‘rl).

Le principe de récurrence nous permet alors de dire que H,, est vraie pour tout n € N, ce qui
termine la démonstration de cette deuxiéme régle de calcul.
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Exercice 4 :

Démontrons :
VaeR VbeR VYneN (axb)”=a"xb".

Soit ag € R et by € R. Pour n € N, montrons par récurrence sur n :
(ao X bo)n = ag X bg (Hn)

e La propriété Hy est vraie puisque (ag x bp)? =1 =ad x b] .

e Soit ng € N tel que H,,, soit vraie. Alors :

(0,0 X bo)n0+1 = (0,0 X bo)no X (ao X bo) par définition de (0,0 X bo)n0+1
= (ag® x by°) x (ap % by) d’apres H,,,
= (ag® x ag) x (by° X bo) régles usuelles de calcul dans R

_ . no+l no+1
= ag x by .

Le principe de récurrence nous permet alors de dire que H,, est vrai pour tout n € N, ce qui
termine la démonstration de cette troisiéme régle de calcul.
Exercice 5 :
Etant donné que 0 est un réel comme un autre, la définition nous dit que :
00 =1.

Rappelons que :
Yn e N* 0" =0.

C’est évident, avec la définition intuitive et il est facile de le justifier par récurrence avec la
définition rigoureuse.
Exercice 6 :

Soit n € N. D’apres la troisiéme régle de calcul sur les puissances positives, on a :

\" 1\"
() :() o,
a a

Exercice 7 :

Pour n € N, soit H,, 'assertion :

(™) =nu" 1. (H,)

e H; est trivialement vraie puisqu’alors ¢” 1 = u? = 1.
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e Soit n € N* tel que H,, soit vraie. Alors u™t! = 4™ u est dérivable comme produit de

fonctions dérivables et :

w1y = (o)
= (u") u+ (")’ dérivation d’un produit
= (nu"" )u +umu d’aprés H,
=(n+1)u"

Par suite, H, 1 est vraie, et on en déduit le résultat d’apres le principe de récurrence.

Exercice 8 :
Il faut évidemment justifier cette premiére régle de calcul. Soit a € R*. Montrons :

n+m

VYneZ YmeZ a"xa"=a

e On déja prouvé la relation a™ x a™ = a"™™ sin € Net m € N.
e Supposons n < 0 et m < 0. Alors :

1 1
A" x " = — X —— (1)
a— " a—m

1
= ke ®
1
= e ®)
- 1
- g—(nt+m)
=gt (4)

Les égalités (1) et (4) proviennent de la définition des puissances négatives, alors que
la relation (3) vient de la premiére régle de calcul sur les puissances positives. Quant

a (2), c’est 'application d’une régle de calcul sur R* :

1 1
X — = .
y Xy

8=

e Supposons n < 0 et m > 0. Il y a alors deux cas.

x Sim+mn >0, alors les régles de calcul sur les puissances positives donnent :
a™ = an-i—m—i—(—n) — an-i—m < a"".

On en déduit le résultat en multipliant les deux membres de cette relation par a™

et en utilisant :
a"xa =1

qui est vrai par définition des puissances négatives.
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x Sim+mn <0, alors les régles de calcul sur les puissances positives donnent :
a=(m) g™ = g7
En multipliant par a™, on obtient :
a= M) g™ x g = a7 x a" = 1.
En multipliant cette derniére relation par a™ 1™, et en utilisant a= (") xgm+m = 1,

on en déduit :

a™ x a" = a"tm.

e Le cas m < 0 et n > 0 se déduit du précédent puisque :

n

a” xa™

=a™ xa".
Exercice 9 :
e Deuxiéme régle de calcul : soit a € R*. Montrons :
VneZ YmeZ (a™)™ =a"m.

* On déja prouvé la relation (a™)™ =a™ sin € Net m € N.
x Supposons n < 0 et m < 0. Alors :

@y = ()" 1)
(=) @

= (@) 3)
Q)X (=m) @)

= (5)

Explication des lignes précédentes :
* (1) et (2) proviennent de la définition des puissances négatives.
* (3) n’est que la simplification + = .

* (4) vient de la deuxiéme régle concernant les puissances positives.
* (5) n’est que I'application de la régle des signes dans N.

x Supposons n < 0 et m > 0. Alors :

@y =(-5)" 1)
1
S .
1
- a(—mym (3)
= (@)
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Explication des lignes précédentes :
* (1) et (5) proviennent de la définition des puissances négatives.
m
x (2) vient de (%) =L carm > 0.

* (3) vient de la deuxiéme régle concernant les puissances positives.
* (4) n’est que lapplication de la régle des signes dans N.

x Supposons n > 0 et m < 0. Alors :

@y =(=)" 1)

1
ARG .
1
= qn(—m) (3)
- — ()
=a™" (5)

Explication des lignes précédentes :

* (1) et (5) proviennent de la définition des puissances négatives.

m
* (2) vient de (%) = - car —m > 0.
* (3) vient de la deuxiéme régle concernant les puissances positives.
* (4) n’est que I’application de la régle des signes dans N.
e Troisiéeme régle de calcul : soit a € R* et b € R*. Montrons :
YneZ (axb)™=a"xb"

x On a déja justifié ce résultat pour tout n € N.
x Supposons n < 0. Alors :

n_ 1
(axb)" = axb" (1)
1
= T ®
= ®
=a" xb". (4)

Explication des lignes précédentes :

* (1) et (4) proviennent de la définition des puissances négatives.
* (2) vient de la troisiéme régle concernant les puissances positives.

* (3) vient de & =+ -

Exercice 10 :

e Pour n € N, montrons par récurrence :
In(a") =n Ina. (H,)

* Hy est vraie puisque In(a®) =In1 = 0.
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x Soit n € N tel que H,, est vraie. On a alors :
ln(a"'H) =In(a" x a)
=In(a") +lna
=nlna+Ina d’aprés H,
=(n+1)lna.
On en déduit H,1, ce qui termine la démonstration par récurrence. Ainsi H,, est
vraie pour tout n € N.

e Supposons n < 0. Alors :

In(a") =1n (a%")
=—In(a™™) car In(1) = —Inz
=—(—n) Ina car —n €N
=nlna.

On en déduit que H,, est vraie pour tout n € Z.

Exercice 11 :
e Pour n € N*, on connait le résultat.
e Supposons n < 0 et donc —n > 0. On sait alors que u~" est dérivable et que :
(™) = —nu"" 1.

Comme :

on en déduit que u™ est dérivable et que :

;o fnufn’lu’_
(Un) ——7 =nu u .

e Pour n = 0, la relation reste valable puisque u™ = u? est alors la fonction constante 1.

Exercice 12 :

o u’
Comme primitive de —, on peut prendre In |u].
u

Exercice 13 :
. s 1 4
La fonction f admet comme primitive F' : z 1 cos” x.
Exercice 14 :

1. Bien siir que cette affirmation est vraie!

Si deux nombres sont égaux, alors leurs carrés sont égaux.
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2. Cette affirmation est évidemment fausse puisque, par exemple :
(-1)2 =1 et pourtant —1# 1.

En revanche, on peut en déduire :
a = *+b.

puisque la relation a? = b? s’écrit aussi :
0=a*-b>=(a—0b)(a+b)

et qu’un produit de nombres réels est nul si , et seulement si, 'un d’eux est nuls.

Exercice 15 :

e Pour tout a € Ry, on a évidemment :
(\/5)2 =a= Va2

* La premiére égalité vient du fait que /a est, par définition, un nombre dont le
carré vaut a.
* La seconde parce que a est un réel, ici supposé positif, dont le carré vaut a?.

e La premiére expression, (\/5)2, n’est définie que pour a € R4, et :
VaeRY (Va)’=a.
La seconde, v/a2, est définie pour tout a € R et :
VaeR Va2 =lal.
Pour le justifier, il suffit de distinguer les cas a > 0 et a < 0.
Remarque Cette derniére formule doit tenir du réflexe! Quand vous simplifiez Va2,

ne jamais oublier la valeur absolue ; sauf, bien sfir, si le signe de a est évident.

Exercice 16 :
De Pégalité /a = v/b, on déduit :

Exercice 17 :

La définition méme de la racine et la notation /a entrainent que, pour un a donng, il y a

unicité de sa racine. Donc, si a = b, alors /a = Vb.

Exercice 18 :
Posons z = vavb. On a alors :

2 = (Vavb)®
= (Va)*(vb)’
=ab.

Comme /a > 0 et Vb >0,0na x>0, ce qui entraine z = Vab et donc :

Vab=vavb.
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Exercice 19 :

Le contre-exemple :
a=b=1

permet de vérifier que 'on n’a pas toujours va + b = /a + Vb.

Exercice 20 :
Soit xg € I. Considérons le taux d’accroissement :

V@) — /aled)

r — X

Comme u est & valeurs dans R, on a :

V(@) + Vu(zo) > v/ul(zo) > 0,
et ce taux d’accroissement s’écrit aussi :
(V@ = Val@o) ) (val@) + vl )
(z = 20) (Vaule) + /ulao) )

ou encore :
u(z) — u(xo) 1

T — o \/U(SC)‘F\/’UJ(:C()).

Etant donné

e que u est dérivable, on a :

lim ulz) — ulzo) =/ (z0) ;
Tr—x0o €T — 1"0

e que u(zg) #0,0n a:

1 1
lim

On en déduit que v/u est dérivable en g et que :

(\/ﬂ)/(:co) _ _w'(xo)

Par suite, on a :

on voit que 'on a :

ce qui donne formellement la méme régle de calcul que pour les puissances entiéres de u.
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Exercice 21 :
Etant donné que :

Ina=1In ((a%)Q) =2In (a%)v

on en déduit In (a%) = % Ina.

Exercice 22 :

Soit ¢ € N*. Considérons la fonction :

f:R+—>R+.
r — x4

e f est continue et vérifie f(0) = 0 ainsi que lim f(z) = +o0;
T—r+00

26

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, son image contient l'intervalle [0, +o00];
donc, pour tout a € R, ’équation f(x) = a posséde au moins une solution.

e La fonction f est strictement croissante car ¢ > 1; par suite :

six # y alors f(x) # f(y)

et donc :
i f(z) = f(y) alors z = y,

ce qui entraine que ’équation f(x) = a posséde au plus une solution.

On a donc prouvé que, pour tout a € Ry, il existe un unique x € Ry tel que z? = a, ce qui

justifie que l'on ait pu prendre la définition donnée dans le premier point.

Remarque On aurait pu directement établir le résultat précédent (existence et unicité) en
utilisant le « théoréme de la bijection » mais j’ai préféré décomposer en deux, existence puis
unicité, pour bien mettre en évidence ce qui est utilisé pour justifier chacune des propriétés.

Il n’est jamais trop tot pour commencer 4 étre précis !

Exercice 23 :

Pour rendre cette définition correcte, il faut vérifier que :

/

. P
s1 —
q

q

U

Considérons donc des entiers p, q, p’ et ¢’ tels que b_
q

e Supposons P irréductible. Alors il existe un entier k € N* tel que :
q

p=kp et ¢ =kgq

Posons :
sy L 1
T = (ap ) q/ — (akp) kq .

Par définition de la puissance kiq, on a alors :

xkq —_ akp

© JMC - (7 mai 2020) - titi.jmc.78Cgmail.com

= p_/ alors (ap)% = (a? ).

[sommaire] 26


mailto:titi.jmc.78@gmail.com

I11. Solutions des exercices 27

et donc (seconde régle de calcul sur les puissances entiéres) :

k k
(29)" = ()"
Comme la fonction z +— z* est strictement croissante, on en déduit :
P

z?=aqa

ce qui, comme z > 0, entraine :
1
x = (aP)a.

/

e Dans le cas général, considérons 2L ine forme irréductible de £ et donc aussi de ]i, .
Q1

D’apres ce qui précéde, on a :
1
7/

(a?)7 = (@)@ = (a*)3

ce qui prouve le résultat.

Exercice 24 :

e Soit ¢ € N*. Par définition de a%, ona:

Comme q est entier, on en déduit que :

Ina=1In ((a%)q) =qln (a%).
En divisant par g # 0, on en déduit :

In (a%) = 1 Ina.

e Soit ¢ € N* et p € Z. Comme p est un entier relatif, on a :

In (ag) =In ((a%)p) =pln (a%).
En utilisant le résultat du premier point, on en déduit :

In (ag) = g Ina.

Exercice 25 :
e La fonction exponentielle ne prenant que des valeurs strictement positives, on a :
a® = exp(a Ina) > 0.
e Comme, pour tout € R, on a In(expx) = z, on en déduit :

In(a®) = In (exp(a Ina)) = a Ina.
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Exercice 26 :
1. Premi¢re régle: VaeR} VaeR VBER a®xa’ =a*th,
Soit a € R}, o € Ret 3 € R. Alors :
e par définition des puissances réelles on a :

a® x aﬂ _ ealna % eﬂlna :

e la propriété fondamentale de la fonction exp nous donne :

alna % eBlna _ ealnaJrBlna :

e
e par distributivité de la multiplication sur I’addition dans R, on obtient :

ealna-‘,—B]na (a+pB) Ina

= e ;
e enfin, par définition de la puissance o« + 3, on a :

aoﬁLﬂ,

e(aJrB) Ina _
ce qui termine la démonstration.
2. Deuxitme régle: Va € RT VaeR VBeR (a®)? =a*P.
Soit a € R%, o € Ret 3 € R. Alors :

e par définition de la puissance 3, on a :

(aa)ﬂ — Bn(a®) .

)
e comme In(a®) = « Ina, on en déduit :

eﬂln(a") _ eﬁ(alna) _ e(Ba) Ina :

e enfin, par définition de la puissances a3, on a :

e(B a) lna _ aozB

ce qui termine la démonstration.
3. Troisiéme régle : Va € RY VbeR: VaecR (axb)®=a%xb*
Soit a € R, b € RY et a € R. Alors :

e par définition des puissances réelles on a :
(a % b)a — ealn(axb) :

e on en déduit :

(a > b)a _ ea(lnaJrlnb) _ ealnaJra Inb :

et donc :
(a % b)a _ ealna % e Inbd :

e enfin, par définition des puissances réelles on a :
(a x b)* = a” x b*

ce qui termine la démonstration.
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Exercice 27 :

Pour tout = € I, nous avons :
u(w) = (u(x))” = e,
Etant donné que u est dérivable, la fonction v : = — «/In (u(z)) est dérivable et :

w(z)
u(z) ’

Veel v (z)=a

on en déduit que u® : x — e”(*) est dérivable et que, pour z € I :

(ua)/(:n) =e'®@ ¢ (2)

Exercice 28 :

Pour tout z € R}, on a :
f(ZL') :emlnz.

D’aprés les théorémes généraux, cette fonction est dérivable, et pour tout x € R, on a :

fl(x)=e""(1 +1nz).

Exercice 29 :

2 5
La fonction f admet comme primitive F' : x R (Inzx)z.

Exercice 30 :

Dans R c’est la relation d’ordre (relation de comparaison, relation d’inégalité), qui nous a
permis de privilégier I’'une de ces racines, en choisissant la racine positive. Comme, dans C, on
n’utilise pas habituellement de relation d’ordre, on ne peut pas utiliser cette méthode dans C.

Exercice 31 :

Le réel 0 utilisé est ce que 'on appelle un argument du complexe a, et il est défini modulo 27 ;
par suite, si quelqu’un prend 6 comme argument de a, alors un autre peut prendre 6 + 2 7.

Ainsi,
e le premier obtient v/a = /e,
e alors que le second obtient /a = \/Fei(%J”T) = —re?.

Donc,on n’obtient pas un unique complexe /a alors que la notation /a lexigerait.
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Exercice 32 :
Si a = —1, alors les deux racines de a, qui sont i et —i, ont toutes deux une partie réelle

positive ; dans un tel cas, le critére donné ne permet donc pas de choisir.

Remarque Rappelons que « positif » signifie « supérieur ou égal & 0 ».

Exercice 33 :

1. Par définition, v/a est I'une des racines carrées de a.

Par suite, son carré est bien égal a a.

2. La relation Va2 = a n’est pas vraie pour tout a, puisque :
(-1)2=1.

3. Si la relation :

VacC YbeC vab=VaxVb

était, vraie, alors on aurait en particulier :
2
Va € C \/a2:(\/5) =a,

ce qui est faux d’aprés la question précédente.
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