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Puissanes

La raison première qui m'a inité à érire e hapitre réside dans une question

qu'il m'arrive souvent de poser à de brillants élèves de Terminale qui envisagent de

poursuivre des études supérieures sienti�ques :

� Quelle est la dé�nition de

√
a ? �

Voii une liste non exhaustive de réponses inorretes que j'ai pu avoir.

1© √
a 'est quand on obtient a en élevant au arré.

2© √
a est le nombre qui, élevé au arré, donne a.

3© √
a est un nombre qui, élevé au arré, donne a.

4© √
a est égal à a

1

2
.

Que peut-on dire de es réponses ?

• Je passerai rapidement sur la réponse

1© qui relève d'un niveau infantile d'ex-

pression, puisqu'elle relie

√
a qui est un nombre ave une proposition qui a-

ratérise une ation : � 'est quand . . . �. Pour dé�nir un nombre, il faut partir

d'un nombre et en donner la ou les propriétés aratéristiques.

• La réponse

2© est plus homogène, puisqu'elle dit que

√
a est � le nombre

qui . . . � ; en revanhe l'utilisation de l'artile dé�ni � le � la rend fausse : en

e�et, la présene de et artile dé�ni entraîne l'uniité � du nombre qui élevé

au arré donne a �, alors qu'en général, il y en a deux qui sont opposés.

• La réponse

3© ne prête évidemment pas le �an à la ritique préédente puis-

qu'elle utilise l'artile indé�ni � un �. En revanhe, elle ne donne pas une

dé�nition su�samment préise de

√
a puisque, pour

√
4 par exemple, ertains

pourraient prendre +2, alors que d'autres prendraient −2.

• Quand, à la personne qui m'a donné la réponse

4©, je demande de me préiser

la dé�nition de an, j'obtiens invariablement :

an = a× a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a

e qu'il est ensuite très di�ile d'utiliser ave n = 1
2
·

Les quatre formulations (inorretes) données i-dessus, qui représentent la quasi to-

talité des réponses initiales, montrent à quel point les élèves de Terminale onnaissent

mal une notion qu'ils utilisent depuis longtemps.

Ne onnaissant plus (ou pas) la dé�nition préise de ette quantité, ils ont énor-

mément de mal à assurer les règles de alul qui permettent de la manipuler et

les appliquent souvent au hasard voire ave beauoup d'angoisse, e qui donne des

questions telles que : � A-t-on le droit, Monsieur, de dire que . . . ? �

C'est pourquoi e hapitre va vous permettre de passer en revue les di�érentes

notions de puissanes que vous avez progressivement renontrées au ours de votre

solarité et ainsi de mieux omprendre dé�nitions, règles et onventions.
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I. Puissanes enti �eres 3

Rappel de notations lassiques utilisées dans e hapitre

• N est l'ensemble des nombres entiers naturels, ou enore des entiers positifs ;

• N∗ = N \ {0} est l'ensemble des nombres entiers naturels non nuls ;

• Z est l'ensemble des nombres entiers relatifs (entiers positifs et négatifs) ;

• Q est l'ensemble des nombres rationnels, quotients de deux éléments de Z,

le dénominateur étant évidemment non nul, voire stritement positif ;

• R est l'ensemble des nombres réels (nombres rationnels et irrationnels).

• R∗ = R \ {0} est l'ensemble des réels non nuls ;

• R+ est l'ensemble des réels positifs (i.e. positifs ou nuls) ;

• R∗

+ est l'ensemble des réels stritement positifs ;

Remarque Pour un réel quelonque et, en partiulier pour un entier, � positif �

signi�e positif ou nul. Si l'on veut exlure 0, il faut dire � stritement positif �.

Évidemment, si vous lisez e papier en �n de terminale, vous onnaissez aussi l'en-

semble C des nombres omplexes (sinon, oubliez e as, ainsi que l'exerie qui suit).

Ex 1 :www Que pensez-vous des ensembles C∗
, C+, C

∗

+ ?

p.18

I. Puissanes entières

1. Puissanes entières positives - Dé�nition intuitive

Pour a ∈ R, la notion intuitive, que l'on doit avoir, d'une puissane entière :

an = a× a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a

ne s'applique évidemment qu'aux puissanes entières stritement positives, à ause

du � n ourrenes � évidemment. Elle est mathématiquement mal formulée mais

permet d'assurer bon nombre de relations et aussi d'en retrouver la dé�nition rigou-

reuse par réurrene, dont nous parlerons dans la partie suivante.

Remarque Si vous onnaissez les omplexes, vous n'avez auun mal à voir que

l'on peut, de la même manière, dé�nir toute puissane stritement positive d'un

omplexe.

Première règle de alul

À l'aide de la dé�nition intuitive préédente il est immédiat de véri�er que, pour

tout a appartenant à R (voire pour a ∈ C), pour n ∈ N∗
et m ∈ N∗

, on a :

an × am = a× a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a

× a× a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

m ourrenes de a

= an+m
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I. Puissanes enti �eres 4

Deuxième règle de alul Sous les mêmes hypothèse, on a aussi :

(an)m = a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a

× · · · × a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a
︸ ︷︷ ︸

m ourrenes de an

= anm.

Remarque En as de doute sur l'une des formules préédentes, inutile d'érire

des hoses trop ompliquées : il su�t de regarder des as partiuliers omme, par

exemple, n = 2 et m = 3, qui permet de tranher entre an+m
et anm

.

Évidemment, il ne faut pas prendre m = n = 2.

Ex 2 :www Quelle troisième règle de alul peut-on donner, onernant (a× b)n ? p.18

Cas partiuliers Soit un entier n ∈ N∗
.

• On a évidemment : 0n = 0 et 1n = 1.

• De plus, si an = 0, alors on a a = 0 puisqu'un produit de réels (de omplexes)

est nul si, et seulement si, l'un de ses termes vaut 0.

Dé�nition de a
0

On dé�nit a0 pour que les règles de alul préédemment renontrées soient valables

non seulement pour n ∈ N∗
et m ∈ N∗

mais aussi pour n ∈ N et m ∈ N. On veut

don en partiulier avoir :

∀n ∈ N ∀m ∈ N an × am = an+m.

Il est évident que a0 = 1 est la bonne onvention à prendre, pour que ette règle de

alul reste valable pour les entiers positifs (e qui équivaut à � positifs ou nuls �).

D'où la dé�nition suivante.

Dé�nition 1

Pour tout a ∈ R (voire a ∈ C), on pose a0 = 1.

2. Puissanes entières positives - Dé�nition rigoureuse

Reprenons es notions de puissanes entières positives, mais dans l'optique de e que

vous ferez en première année du supérieur. Au lieu de partir d'une dé�nition intuitive

utilisant des points de suspension, nous allons en donner une dé�nition rigoureuse, e

qui nous permettra ensuite de démontrer les trois règles de aluls que vous utilisez

ouramment. Au �nal, rien de nouveau, mais une vraie justi�ation.

Dans toute ette partie, a désigne un nombre réel quelonque mais, si vous onnaissez

les omplexes, vous n'aurez auun mal à véri�er que tous les énonés restent valables

pour a ∈ C.
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I. Puissanes enti �eres 5

La notion de puissane positive se dé�nit rigoureusement par réurrene.

Dé�nition 2

Si a est un réel (voire un omplexe) donné, alors on pose a0 = 1 et,

pour tout n ∈ N, on pose an+1 = an × a.

Remarque Ce n'est pas un soop si l'on pense à la dé�nition intuitive !

Nous allons pro�ter de ette dé�nition pour introduire un quanti�ateur souvent

utilisé en mathématiques et ave lequel il est bon de ommener à vous familiariser.

a) Le quanti�ateur universel

Si, dans la dé�nition préédente, on prend a = 2, alors :

pour tout n ∈ N, on a 2n+1 = 2n × 2. (α)

La phrase (α) peut s'érire de façon plus synthétique ave un quanti�ateur :

∀n ∈ N 2n+1 = 2n × 2. (α′
)

• Le symbole � ∀ �, appelé quanti�ateur universel, se lit � pour tout �.

• Ainsi, la phrase mathématique (α′), on dit aussi l'assertion (α′), traduit de
façon plus ompate et plus lisible la phrase initiale (α).

• Contrairement aux apparenes, l'énoné (α′) ne dépend pas de n ; on aurait le

même énoné en érivant :

∀m ∈ N 2m+1 = 2m × 2. (α′′
)

C'est pourquoi la lettre n �gurant dans (α′), aussi bien que la lettre m �gurant

dans (α′′), sont quali�ées de variables muettes.

Remarque Le symbole � ∀ � que l'on vient d'introduire est très utile mais il ne

faut l'utiliser que dans le ontexte d'une assertion mathématique. Il est stritement

interdit d'utiliser e symbole omme abréviation dans une phrase en français.

D'après la dé�nition préédente, la propriété (α) est valable, non seulement pour 2,
mais aussi pour tout réel a, e que l'on peut érire ave deux quanti�ateurs :

∀a ∈ R ∀n ∈ N an+1 = an × a, (β)

et qui se lit alors :

pour tout a ∈ R et pour tout n ∈ N, on a an+1 = an × a. (β ′
)

Dans un français un peu moins �uide, on pourrait aussi dire :

pour tout a ∈ R, on sait que, pour tout n ∈ N, on a an+1 = an × a,

e qui orrespondrait à une ériture (équivalente à β) ave des parenthèses :

∀a ∈ R
(
∀n ∈ N an+1 = an × a

)
.
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I. Puissanes enti �eres 6

b) Premières démonstrations

On peut utiliser plus de deux quanti�ateurs, et, par exemple, la première règle de

alul sur les puissanes s'érit ave trois quanti�ateurs :

∀a ∈ R ∀n ∈ N ∀m ∈ N am × an = am+n. (γ)

e que l'on peut aussi voir sous la forme :

∀a ∈ R

(

∀n ∈ N
(
∀m ∈ N am × an = am+n

))

.

• Pour démontrer l'assertion préédente qui est du type � ∀a ∈ R . . . �, on om-

mene par prendre un réel a0 ∈ R quelonque, et l'on essaie de prouver que e

qui suit est vrai pour a0, 'est-à-dire que l'on a :

∀n ∈ N
(
∀m ∈ N am0 × an0 = am+n

0

)
.

• Considérons l'expression :

∀m ∈ N am0 × an0 = am+n
0 .

Étant donné que a0 est �xé et que m est quanti�é (i.e. préédé d'un quanti�-

ateur), ette expression ne dépend que de n et nous la noterons don Hn.

• Comme n dérit N, nous pouvons prouver Hn par réurrene.

∗ La propriété :

H0 : ∀m ∈ N am0 × a00 = am0

est vraie par dé�nition de a0 qui est égal à 1.

∗ Pour l'hérédité, onsidérons n0 ∈ N et supposons Hn0
, 'est-à-dire :

∀m ∈ N am0 × an0

0 = am+n0

0 .

Nous devons alors prouver Hn0+1, 'est-à-dire :

∀m ∈ N am0 × an0+1
0 = am+n0+1

0 .

Pour e faire, prenons un m0 ∈ N quelonque. Alors :

am0

0 × an0+1
0 = am0

0 × an0

0 × a0 par dé�nition de an0+1
0

= am0+n0

0 × a0 d'après Hn0

= am0+n0+1
0 par dé�nition de a

(m0+n0)+1
0 .

Le prinipe de réurrene nous permet alors de dire que Hn est vraie pour

tout n ∈ N, e qui termine la démonstration de ette règle de alul.
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I. Puissanes enti �eres 7

Ex 3 :www Justi�er la deuxième règle de alul sur les puissanes.

Évidemment, ne pas vous ruer sur les pages préédentes, mais érire ette deuxième

règle puis juger de l'exatitude de e que vous avez érit (omme si vous étiez en

devoir surveillé) avant, éventuellement, de véri�er.

p.18

Ex 4 :www Démontrer la troisième règle de alul sur les puissanes.

p.19

Ex 5 :www Que vaut 00 ? p.19

Ex 6 :www Soit a ∈ R∗
et n ∈ N. Établir

1

an
=

(
1

a

)n

· p.19

Pour �nir ette partie, rappelons un résultat de dérivation onernant les puissanes.

Ex 7 :www Soit I un intervalle de R et u : I → R une fontion dérivable.

Pour tout n ∈ N∗
, montrer que la fontion un dé�nie par :

un : I −→ R

x 7−→
(
u(x)

)n

est dérivable, et exprimer (un)′ en fontion de u et u′. p.19

3. Puissanes entières négatives

a) Dé�nitions et propriétés

Nous allons maintenant dé�nir les puissanes négatives pour que les règles de alul

préédemment renontrées soient valables non seulement pour n ∈ N et m ∈ N mais

aussi pour n ∈ Z et m ∈ Z. On veut don en partiulier avoir :

∀n ∈ Z ∀m ∈ Z an × am = an+m.

Ave ette ontrainte (bien naturelle) on doit, en partiulier, avoir :

∀n ∈ N∗ an × a−n = a0 = 1.

Par suite ela impose :

• que an soit non nul et don, omme n > 0, que a 6= 0 ;

• que, pour n ∈ N∗
, on ait a−n =

1

an
·

D'où la dé�nition suivante.

Dé�nition 3

Pour tout a ∈ R∗
(voire a ∈ C∗

), pour tout n ∈ N∗
, on pose : a−n =

1

an
·

Attention Contrairement à e qui se passait dans la première partie, on ne parle

de puissanes négatives que pour des nombres (réels ou omplexes) non nuls.
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I. Puissanes enti �eres 8

Ave ette dé�nition, les relations vues dans la setion préédentes restent valables

ave des exposants entiers relatifs. Pour tout réel a ∈ R∗
, on a don :

∀n ∈ Z ∀m ∈ Z an × am = an+m

ainsi que :

∀n ∈ Z ∀m ∈ Z
(
an
)m

= anm.

De même, pour a ∈ R∗
et b ∈ R∗

, on a :

∀n ∈ Z (a× b)n = an × bn.

Remarque Si vous onnaissez les omplexes, es règles de alul sont aussi valables

lorsque a et b sont des nombres omplexes non nuls.

Ex 8 :www Faut-il démontrer la première règle de alul sur les puissanes, ou est-elle vraie

d'après e qui est érit au début de ette partie ?

p.20

Ex 9 :www Démontrer les deux autres règles de alul.

p.21

Méthode Les démonstrations faites dans les exeries préédents, assez teh-

niques et un peu fastidieuses, sont indispensables pour justi�er es règles de alul

pour les puissanes entières quelonques. En revanhe, pour les retenir et les assurer,

il su�t de vous rappeler que e sont les mêmes que pour les puissanes positives.

Ex 10 :www Soit a ∈ R∗

+ et n ∈ Z. Exprimer ln (an) en fontion de ln a. p.22

b) Dérivation et intégration

Pour �nir ette partie, véri�ons que la règle de dérivation vues pour les puissanes

positives s'applique aussi aux puissanes négatives.

Ex 11 :www Soit I un intervalle de R et u : I → R∗
une fontion dérivable.

Pour tout n ∈ Z, montrer que la fontion un dé�nie par :

un : I −→ R

x 7−→
(
u(x)

)n

est dérivable, et exprimer (un)′ en fontion de u et u′. p.23

Exemple Pour aluler la dérivée de f : R∗

+ −→ R

x 7−→ 1

x3

,

• il n'est pas e�ae d'utiliser la règle de dérivation de

1

u
:

• on a plut�t intérêt à penser : ∀x ∈ R∗

+ f(x) = x−3
, e donne diretement :

f ′(x) = −3 x−4 = − 3

x4
·
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I. Puissanes enti �eres 9

De même, une bonne utilisation du résultat préédent permet de vous failiter la

vie dans le domaine des aluls de primitives. En e�et, on trouve souvent dans les

livres de Terminale les résultats suivants que vous avez dû apprendre par ÷ur.

Si u : I → R est une fontion dérivable, alors :

• Pour n ∈ N, la fontion un × u′
admet pour primitive

1

n + 1
× un+1

.

• Pour n ∈ N∗
et n 6= 1, la fontion

u′

un
admet pour primitive

−1

n− 1
× 1

un−1

(dans e as, on suppose évidemment que u ne n'annule pas sur I).

Alors, qu'en fait, il n'y a qu'un résultat à onnaître :

• Pour n ∈ Z et n 6= −1, la fontion un×u′
admet pour primitive

1

n + 1
×un+1

.

Méthode En fait, il est même inutile � d'apprendre � e dernier résultat : e n'est

que la règle de dérivation lue à l'envers.

• Si l'on onnaît bien la règle de dérivation de un
, alors il est immédiat que la

fontion un × u′
est la dérivée de � quelque hose en un+1

�.

• Comme la dérivée de un+1
fait apparaître la onstante multipliative n+1, on

doit diviser par ette onstante pour ompenser.

• On en déduit que l'on peut prendre omme primitive :

1

n+ 1
× un+1

.

Si jamais on l'avait oublié (e qui est humain), le fait de diviser par n + 1
permet de se rappeler que l'on doit avoir n 6= −1, e que l'on s'empressera de

mettre au début de la rédation !

Une telle façon de aluler une primitive en deux temps (mais à la vitesse de la

lumière) évite toute angoisse et tout risque d'erreur.

Exemple Pour aluler une primitive de f : R∗

+ −→ R

x 7−→ 1

x3

, on a intérêt à penser :

∀x ∈ R∗

+ f(x) = x−3

e qui permet de prendre omme primitive � quelque hose en x−3+1 = x−2
� : en

dérivant de tête e x−2
, on voit que l'on peut prendre omme primitive :

F : R∗

+ −→ R

x 7−→ −1

2
x−2 = − 1

2 x2

Ex 12 :www Soit I un intervalle de R et u : I → R∗
une fontion dérivable.

p.23

Donner une primitive de un × u′ lorsque n = −1.

Ex 13 :www Donner une primitive de f : R −→ R

x 7−→ cos3 x sinx
.

p.23
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II. Autres puissanes 10

II. Autres puissanes

1. Raine arrée d'un réel positif

a) Dé�nition et propriétés élémentaires

Commençons par deux questions essentielles.

Ex 14 :www Soit a ∈ R et b ∈ R. Que pensez-vous des a�rmations suivantes ?

1. Si l'on a a = b, alors on peut en déduire a2 = b2.

2. Si l'on a a2 = b2, alors on peut en déduire a = b ? p.23

Les réponses erronées vues dans le prologue de e hapitre (et qui auraient pu éven-

tuellement être les v�tres) permettent de mieux erner la dé�nition suivante, qu'il

est indispensable non pas d'apprendre mais de onnaître au plus profond de vous.

Dé�nition 4

Pour tout a ∈ R+, la raine de a, notée
√
a, est le réel positif de arré a.

Caratérisation pratique Pour tout a ∈ R+, le réel
√
a est don dé�ni par :

√
a > 0 et

(√
a
)2

= a.

Maintenant, quelques questions indisrètes mais essentielles pour la suite.

Ex 15 :www Pour tout a ∈ R+, peut-on simpli�er

(√
a
)2

et

√
a2 ?

Mêmes questions en supposant a ∈ R. p.24

Ex 16 :www Si a ∈ R+, b ∈ R+ et

√
a =

√
b, peut-on en déduire a = b ? p.24

Ex 17 :www Si a ∈ R+, b ∈ R+ et a = b, peut-on en déduire

√
a =

√
b ? p.24

Ex 18 :www Si a ∈ R+, b ∈ R+, peut-on en déduire

√
a b =

√
a
√
b ? p.24

Ex 19 :www Si a ∈ R+, b ∈ R+, peut-on en déduire

√
a+ b =

√
a+

√
b ? p.25
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Méthode

• J'espère que, grâe à ette suite d'exeries, vous avez ompris qu'une bonne

onnaissane de la dé�nition de la raine d'un nombre réel positif, liée à un brin

de ré�exion, permet failement de on�rmer ou d'in�rmer failement haune

des a�rmations préédentes.

• Je ne sais si vous vous en êtes rendu ompte mais 'est le genre d'a�rmations

que vous pouvez avoir envie d'énoner lorsque vous manipulez des radiaux,

et sur la validité desquelles il vous arrive peut-être (souvent ?) d'hésiter.

• Cela vous a peut-être paru long et fastidieux de re-ré�éhir au lieu d'appliquer

des reettes toutes faites mais il en est toujours ainsi lorsque l'on utilise une

nouvelle méthode. Ave un peu d'entraînement, e genre de démarhe arrive

au niveau du ré�exe, se fait automatiquement et, surtout, beauoup plus rapi-

dement. Toutefois son intérêt essentiel est de rendre plus assuré bon nombre

d'a�rmations tout en libérant la mémoire et en diminuant l'angoisse !

Remarque N'oubliez surtout pas e que l'on a vu préédemment :

∀a ∈ R
√
a2 = |a|.

Voir éventuellement exerie 15 si néessaire.

b) La fameuse notation puissane

1
2

Soit a ∈ R+. Alors les relations :

(√
a
)2

= a et

√
a2 = a

peuvent apparaître omme une extension de la règle de alul :

∀n ∈ N ∀m ∈ N (an)m = anm

ave d'une part n = 1
2
, m = 2 et d'autre part n = 2, m = 1

2
·

Notation Voilà pourquoi

√
a se note aussi a

1

2
.

Remarque À e niveau, ela est d'un intérêt limité mais permet surtout d'éviter

de retenir une règle de dérivation partiulière pour

√
u (voir exerie suivant).

Ex 20 :www Soit I un intervalle de R et u : I → R∗

+ une fontion dérivable. Montrer que la

fontion

√
u dé�nie par :

√
u : I −→ R

u(x) 7−→
√

u(x)

est dérivable et exprimer

(√
u
)
′

en fontion de u et u′. p.25

Ex 21 :www Pour a ∈ R∗

+, exprimer ln
(
a

1

2

)
en fontion de ln a. p.26
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2. Puissanes frationnaires des réels stritement positifs

(ulture générale)

On peut, pour le plaisir, généraliser la notion de puissane

1
2
et introduire elle de

puissane rationnelle. Comme ela n'est plus vraiment à la mode et ne fait partie

ni du programme de Terminale ni du programme de première année du supérieur,

vous pouvez voir ette partie omme une oasion de vous poser quelques questions

et de dérouler quelques raisonnements intéressants, mais vous pouvez aussi la laisser

de �té dans la mesure où vous n'en aurez pas besoin pour travailler la suite.

• Pour tout a ∈ R+ et tout q ∈ N∗
, on ommene par dé�nir a1/q omme l'unique

réel x positif tel que xq = a. Autrement dit :

x = a1/q ⇐⇒
(
xq = a et x > 0

)

• Ensuite, si r =
p

q
∈ Q ave q ∈ N∗

et p ∈ Z, pour a ∈ R∗

+, on pose :

ar = (ap)
1

q .

Ex 22 :www Quelle justi�ation néessite la dé�nition du premier point i-dessus ?

p.26

Ex 23 :www Quelle justi�ation néessite la dé�nition du seond point i-dessus ?

p.26

Une fois dé�nie orretement la notion de puissane rationnelle d'un réel stritement

positif (f. exeries préédents), on peut démontrer que les règles de alul prouvées

pour les puissanes entières, restent valables pour es puissanes rationnelles. Nous

ne le ferons pas ii ar on peut aussi les déduire des résultats de la partie suivante.

Ex 24 :www Soit a ∈ R∗

+ et r ∈ Q. Exprimer ln(ar) à l'aide de ln a. p.27

3. Puissanes réelles des réels stritement positifs

Nous allons ii introduire une notion qui n'est pas au programme de Terminale mais

que vous utiliserez en première année du supérieur, elle de puissane réelle.

Prérequis La leture de ette partie suppose onnues la fontion logarithme

népérien ainsi que la fontion exponentielle.

a) Dé�nition et propriétés

Remarque Si a ∈ R∗

+ et si α est un élément pour lequel on a dé�ni aα, i.e. α ∈ Z

ou α = 1
2
, voire α ∈ Q si vous avez travaillé la partie préédente, alors les exeries 10,

21 et 24 ont permis de prouver que :

ln
(
aα

)
= α ln a

et don :

aα = eα ln a.
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C'est pourquoi l'on généralise la notion de puissane ave la dé�nition suivante.

Dé�nition 5

Pour a ∈ R∗

+ et α ∈ R, on dé�nit aα = exp(α ln a) = eα ln a
.

Remarque Lorsque l'on ne sait pas que α est entier, 'est la dé�nition préédente

qu'il faut utiliser sans ré�éhir !

Méthode Si vous apprenez par ÷ur la seule dé�nition préédente, un jour ou

l'autre (si ela ne vous est pas déjà arrivé) vous serez pétri d'angoisse : a-t-on

aα = exp(α ln a) ou aα = exp(a lnα) ?

En revanhe, si vous pensez au logarithme de aα (en partiulier par exemple pour

α = 2 ou α = 3), je rois que vous n'aurez auun mal à dire que 'est :

α ln a et non pas a lnα.

Il su�t alors � d'en prendre l'exponentielle � pour avoir sans la moindre angoisse :

aα = exp
(
ln(aα)

)
= exp(α ln a).

Pourquoi se priver d'une telle � anti-sèhe � tout à fait légale ?

Remarque Pour a ∈ R∗

+ et α ∈ R, d'après la dé�nition, on a évidemment :

aα > 0 et ln(aα) = α ln a.

Ex 25 :www Justi�er les deux a�rmations préédentes.

p.27

Les règles de alul sur les puissanes réelles sont les mêmes que elles sur les puis-

sanes entières (rien de nouveau à retenir) sauf qu'elles ne s'appliquent qu'à des

puissanes de nombres réels stritement positifs.

Ex 26 :www Justi�er es règles de alul sur les puissanes réelles.

p.28

Exemples Soit a ∈ R∗

+.

• On a par exemple a
3

2 =
(√

a
)3

=
√
a3.

• Pour tout α ∈ R, on a a−α =
1

aα
; en partiulier : a−

1

2 =
1√
a
·

Par suite, la � onvention � que nous avions prise à l'exerie 20, pour érire la

dérivée de

√
u, est une simple appliation de la règle sur les puissanes réelles.
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b) L'angoisse du 00

� 00 � est-il vraiment dé�ni ou est-e une forme indéterminée ?

• Nous avons vu préédemment que, par dé�nition, on a :

00 = 1.

Cela règle le problème du point de vue algébrique, 'est-à-dire lorsque l'on

traite d'additions et/ou de multipliations et don de puissanes.

• En revanhe, dans le domaine de l'analyse, 'est-à-dire lorsque l'on parle de

fontions et en partiulier de limites, il arrive de renontrer 00 ave une tout

autre signi�ation omme, par exemple, dans le as suivant.

Soit ]a, b[ un intervalle de R ave a < b. Si l'on dispose de deux fontions :

f : ]a, b[ → R∗

+ et g : ]a, b[ → R

alors on peut dé�nir h : ]a, b[ → R par :

∀x ∈ ]a, b[ h(x) = f(x)g(x) = eg(x) ln(f(x)).

Si, l'on a :

lim
x→a

f(x) = 0 et lim
x→a

g(x) = 0, (∗)

on ne peut a priori rien onlure sur la limite en a de x 7→ g(x) ln(f(x)) ar :

lim
x→a

ln(f(x)) = −∞ et lim
x→a

g(x) = 0.

Il y a don, omme on dit souvent � forme indéterminée �. Vu l'hypothèse (∗),
ette forme indéterminée est notée 00 ; 'est l'origine de la onfusion.

En onlusion, il su�t de savoir si l'on parle d'algèbre ou d'analyse.

) Dérivation et intégration

Nous pouvons maintenant donner une dernière formule onernant la dérivée des

puissanes de fontions.

Ex 27 :www Soit I un intervalle de R et u : I → R∗

+ une fontion dérivable.

Pour α ∈ R, montrer que la fontion uα dé�nie par :

uα : I −→ R

u(x) 7−→
(
u(x)

)α

est dérivable et que

(
uα

)
′

= αuα−1 u′. p.29

Méthode Par suite, la règle permettant de aluler la dérivée d'une puissane

(onstante) de fontion dérivable est la même que ette puissane soit un entier

positif, un entier relatif ou un nombre réel quelonque.
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Ex 28 :www Montrer que la fontion :

f : R∗

+ −→ R

x 7−→ xx

est dérivable et en aluler la dérivée.

p.29

Méthode Comme pour les puissanes entières, une bonne utilisation du résultat

préédent permet de vous failiter la vie dans le domaine des aluls de primitives.

Dans la suite, on onsidère α un réel di�érent de −1, ainsi que u : I → R une

fontion dérivable à valeurs stritement positives.

• Si l'on onnaît bien la règle de dérivation de uα
, alors il est immédiat que la

fontion uα × u′
est la dérivée de � quelque hose en uα+1

�.

• Comme la dérivée de uα+1
fait apparaître la onstante multipliative α+1, on

doit diviser par ette onstante pour ompenser.

• On en déduit la forme d'une primitive :

1

α + 1
× uα+1

.

Si jamais on l'avait oublié (e qui est humain), le fait de diviser par α + 1
permet de se rappeler que l'on doit avoir α 6= −1, e que l'on s'empressera de

mettre au début de la rédation !

Une telle façon de aluler une primitive en deux temps (mais à la vitesse de la

lumière) évite toute angoisse et tout risque d'erreur.

Exemple Pour aluler une primitive de f : R∗

+ −→ R

x 7−→
√
x

, on a intérêt à penser :

∀x ∈ R∗

+ f(x) = x
1

2

e qui permet de prendre omme primitive � quelque hose en x
1

2
+1 = x

3

2
� : en

dérivant de tête e x
3

2
, on voit que l'on peut prendre omme primitive :

F : R∗

+ −→ R

x 7−→ 2

3
x

3

2 =
2

3

√
x3 =

2

3
(
√
x )3

Ex 29 :www Donner une primitive de f : [2,+∞[ −→ R

x 7−→ 1

x

√

ln3 x

.

p.29
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4. Pour en �nir ave � la � raine d'un nombre omplexe

Si l'on peut, omme nous l'avons vu, dé�nir sans peine :

• les puissanes entières positives de tout nombre omplexe,

• les puissanes entières relatives de tout nombre omplexe non nul,

les hoses se gâtent dès que l'on veut passer à la puissane

1
2
, 'est-à-dire dé�nir la

raine arrée d'un nombre omplexe.

Dé�nition 6

On appelle raine arrée d'un omplexe a tout omplexe z tel que z2 = a.

Remarque Dans le hapitre sur le trin�me du seond degré (partie II.3.a Raines

arrées d'un nombre omplexe), il est démontré que tout omplexe non nul possède

deux raines arrées distintes et opposées alors que 0 est la seule raine arrée de 0.

Ex 30 :www Expliquer pourquoi on ne peut pas, pour un omplexe, opier la méthode utilisée

pour dé�nir la raine d'un nombre réel positif.

p.29

Essayons quelques méthodes pour privilégier une raine de a.

Ex 31 :www Soit a ∈ C. Que pensez-vous de la dé�nition suivante de

√
a ?

� En prenant r ∈ R+ et θ ∈ R tels que :

a = r ei θ = r (cos θ + i sin θ) ,

on pose

√
a =

√
r ei

θ
2
. �

p.29

Ex 32 :www Soit a ∈ C. Dire pourquoi la � dé�nition � suivante est inorrete :

�

√
a est le omplexe z tel que z2 = a et Re z > 0. � p.30

Ex 33 :www Pour a ∈ C, essayons de donner une dernière dé�nition de

√
a.

• Si a /∈ R∗

−
, on désigne par

√
a la raine de a de partie réelle positive.

• Sinon, on désigne par

√
a la raine de a de partie imaginaire positive.

Ave ette dé�nition de la fontion raine sur C :

p.30

1. pour tout a ∈ C a-t-on

(√
a
)2

= a ?

2. pour tout a ∈ C a-t-on

√
a2 = a ?

3. pour tout a ∈ C et b ∈ C, a-t-on
√
a b =

√
a×

√
b ?

Pour jouer ave ette dernière fontion raine, <liquer ii>.
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En Conlusion

• Même si l'éhe de nos � malheureuses � tentatives préédentes, ne prouve pas

qu'il soit impossible de dé�nir une fontion raine sur C, j'espère que vous

omprendrez pourquoi une telle notion ne �gure pas dans les programmes de

la première année du supérieur.

• Dans le mesure où il n'y a auune dé�nition de raine d'un omplexe dans

le programme, il est évident que vous provoquerez, hez tout professeur ou

interrogateur, une réation explosive si vous utilisez la notation

√
z lorsque z

est un omplexe dont on ne sait rien de plus !

En e�et, l'utilisation d'une ériture du type f(z), où f est une fontion, suppose

l'uniité de l'élément désigné par f(z).

Remarque linguistique J'espère que dans e qui préède (énonés, aides et

orretions des exeries), vous avez été attentif à la présene, selon les as :

• des artiles dé�nis � le � ou � la �, dont l'utilisation suppose que l'on soit sûr

de l'uniité de l'objet référené ;

• des artiles indé�nis � un � ou � une �, que l'on doit utiliser tant que l'on n'a

auune information d'uniité sur l'objet référené.

Il est dommage que ertains, lorsqu'ils font des mathématiques, négligent d'être

attentifs à une utilisation orrete et rigoureuse du français. Outre que e genre de

omportement laxiste risque de diminuer drastiquement la qualité de leur opie, une

mauvaise utilisation hronique du français aboutit souvent à une augmentation de

l'angoisse et à un a�aiblissement du niveau par manque de préision et de rigueur

dans leurs raisonnements ou dans les questions qu'ils se posent.
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III. Solutions des exeries

Exerie 1 :

• Il n'y a auun problème pour C∗
: 'est l'ensemble des nombres omplexes non nuls, e

qui se note aussi C \ {0}.

• En revanhe, omme sur C, on n'utilise pas usuellement de relation d'ordre, i.e. on

n'utilise pas usuellement de relation permettant de dire si un élément est plus grand ou

plus petit qu'un autre, les notations C+ et C∗

+ n'ont auun sens.

Exerie 2 :

Pour a ∈ R, b ∈ R (voire a ∈ C et b ∈ C) et n ∈ N∗
, la notion intuitive permet failement de

véri�er que l'on a :

(a× b)n = (a× b)× (a× b)× · · · × (a× b)
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de (a×b)

= a× a× · · · × a
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de a

× b× b× · · · × b
︸ ︷︷ ︸

n ourrenes de b

= an × bn.

Exerie 3 :

Démontrons :

∀a ∈ R ∀n ∈ N ∀m ∈ N (am)n = amn.

Soit a0 un réel quelonque.

Montrons par réurrene sur n ∈ N la propriété :

∀m ∈ N (am0 )n = amn
0 . (Hn)

• La propriété :

H0 : ∀m ∈ N (am0 )0 = am×0
0

est évidemment vraie puisque (am0 )0 = 1 = a00 = am×0
0 .

• Pour l'hérédité, onsidérons n0 ∈ N et supposons Hn0
, 'est-à-dire :

∀m ∈ N (am)n0 = amn0 .

Nous devons alors prouver Hn0+1, 'est-à-dire :

∀m ∈ N (am)n0+1 = am(n0+1).

Pour e faire, prenons un m0 ∈ N quelonque. Alors :

(am0)n0+1 = (am0

0 )n0 × am0

0 par dé�nition des puissanes

= am0n0

0 × am0

0 d'après Hn0

= am0n0+m0

0 d'après la première règle

= a
m0(n0+1)
0 .

Le prinipe de réurrene nous permet alors de dire que Hn est vraie pour tout n ∈ N, e qui

termine la démonstration de ette deuxième règle de alul.
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Exerie 4 :

Démontrons :

∀a ∈ R ∀b ∈ R ∀n ∈ N (a× b)n = an × bn.

Soit a0 ∈ R et b0 ∈ R. Pour n ∈ N, montrons par réurrene sur n :

(a0 × b0)
n = an0 × bn0 (Hn)

• La propriété H0 est vraie puisque (a0 × b0)
0 = 1 = a00 × b00 .

• Soit n0 ∈ N tel que Hn0
soit vraie. Alors :

(a0 × b0)
n0+1 = (a0 × b0)

n0 × (a0 × b0) par dé�nition de (a0 × b0)
n0+1

= (an0

0 × bn0

0 )× (a0 × b0) d'après Hn0

= (an0

0 × a0)× (bn0

0 × b0) règles usuelles de alul dans R

= an0+1
0 × bn0+1

0 .

Le prinipe de réurrene nous permet alors de dire que Hn est vrai pour tout n ∈ N, e qui

termine la démonstration de ette troisième règle de alul.

Exerie 5 :

Étant donné que 0 est un réel omme un autre, la dé�nition nous dit que :

00 = 1.

Rappelons que :

∀n ∈ N∗ 0n = 0.

C'est évident ave la dé�nition intuitive et il est faile de le justi�er par réurrene ave la

dé�nition rigoureuse.

Exerie 6 :

Soit n ∈ N. D'après la troisième règle de alul sur les puissanes positives, on a :

an ×
(
1

a

)n

=

(

a× 1

a

)n

= 1n = 1.

On en déduit que

(
1
a

)n
est l'inverse de an, e qui équivaut à :

1

an
=

(
1

a

)n

·

Exerie 7 :

Pour n ∈ N, soit Hn l'assertion :

(un)′ = nun−1 u′. (Hn)

• H1 est trivialement vraie puisqu'alors un−1 = u0 = 1.
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• Soit n ∈ N∗
tel que Hn soit vraie. Alors un+1 = un u est dérivable omme produit de

fontions dérivables et :

(un+1)′ =
(
un u

)
′

=
(
un

)
′

u+
(
un

)
u′

dérivation d'un produit

=
(
nun−1 u′

)
u+ un u′

d'après Hn

= (n+ 1)un u′.

Par suite, Hn+1 est vraie, et on en déduit le résultat d'après le prinipe de réurrene.

Exerie 8 :

Il faut évidemment justi�er ette première règle de alul. Soit a ∈ R∗
. Montrons :

∀n ∈ Z ∀m ∈ Z an × am = an+m.

• On déjà prouvé la relation an × am = an+m
si n ∈ N et m ∈ N.

• Supposons n < 0 et m < 0. Alors :

an × am =
1

a−n
× 1

a−m
(1)

=
1

a−n × a−m
(2)

=
1

a(−n)+(−m)
(3)

=
1

a−(n+m)

= an+m (4)

Les égalités (1) et (4) proviennent de la dé�nition des puissanes négatives, alors que

la relation (3) vient de la première règle de alul sur les puissanes positives. Quant

à (2), 'est l'appliation d'une règle de alul sur R∗
:

1

x
× 1

y
=

1

x× y
·

• Supposons n < 0 et m > 0. Il y a alors deux as.

∗ Si m+ n > 0, alors les règles de alul sur les puissanes positives donnent :

am = an+m+(−n) = an+m × a−n.

On en déduit le résultat en multipliant les deux membres de ette relation par an

et en utilisant :

an × a−n = 1

qui est vrai par dé�nition des puissanes négatives.
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∗ Si m+ n < 0, alors les règles de alul sur les puissanes positives donnent :

a−(n+m) × am = a−n

En multipliant par an, on obtient :

a−(n+m) × am × an = a−n × an = 1.

En multipliant ette dernière relation par am+n
, et en utilisant a−(m+n)×am+n = 1,

on en déduit :

am × an = an+m.

• Le as m < 0 et n > 0 se déduit du préédent puisque :

an × am = am × an.

Exerie 9 :

• Deuxième règle de alul : soit a ∈ R∗
. Montrons :

∀n ∈ Z ∀m ∈ Z (an)m = anm.

∗ On déjà prouvé la relation (an)m = anm si n ∈ N et m ∈ N.

∗ Supposons n < 0 et m < 0. Alors :

(an)m =
( 1

an

)
−m

(1)

=

(
1
1

a−n

)
−m

(2)

= (a−n)−m (3)

= a(−n)×(−m) (4)

= anm. (5)

Expliation des lignes préédentes :

⋆ (1) et (2) proviennent de la dé�nition des puissanes négatives.

⋆ (3) n'est que la simpli�ation

1
1

x

= x.

⋆ (4) vient de la deuxième règle onernant les puissanes positives.

⋆ (5) n'est que l'appliation de la règle des signes dans N.

∗ Supposons n < 0 et m > 0. Alors :

(an)m =
( 1

a−n

)m

(1)

=
1

(a−n)m
(2)

=
1

a(−n)m
(3)

=
1

a−nm
(4)

= anm. (5)
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Expliation des lignes préédentes :

⋆ (1) et (5) proviennent de la dé�nition des puissanes négatives.

⋆ (2) vient de
(

1
x

)m

= 1
xm ar m > 0.

⋆ (3) vient de la deuxième règle onernant les puissanes positives.

⋆ (4) n'est que l'appliation de la règle des signes dans N.

∗ Supposons n > 0 et m < 0. Alors :

(an)m =
( 1

an

)
−m

(1)

=
1

(an)−m
(2)

=
1

an(−m)
(3)

=
1

a−nm
(4)

= anm. (5)

Expliation des lignes préédentes :

⋆ (1) et (5) proviennent de la dé�nition des puissanes négatives.

⋆ (2) vient de
(

1
x

)
−m

= 1
x−m ar −m > 0.

⋆ (3) vient de la deuxième règle onernant les puissanes positives.

⋆ (4) n'est que l'appliation de la règle des signes dans N.

• Troisième règle de alul : soit a ∈ R∗
et b ∈ R∗

. Montrons :

∀n ∈ Z (a× b)n = an × bn.

∗ On a déjà justi�é e résultat pour tout n ∈ N.

∗ Supposons n < 0. Alors :

(a× b)n =
1

(a× b)−n
(1)

=
1

a−n × b−n
(2)

=
1

a−n
× 1

b−n
(3)

= an × bn. (4)

Expliation des lignes préédentes :

⋆ (1) et (4) proviennent de la dé�nition des puissanes négatives.

⋆ (2) vient de la troisième règle onernant les puissanes positives.

⋆ (3) vient de 1
x y

= 1
x

1
y
·

Exerie 10 :

• Pour n ∈ N, montrons par réurrene :

ln(an) = n ln a. (Hn)

∗ H0 est vraie puisque ln(a0) = ln 1 = 0.

© JMC - (7 mai 2020) - titi.jmc.78@gmail.com [sommaire℄ 22

mailto:titi.jmc.78@gmail.com


III. Solutions des exeries 23

∗ Soit n ∈ N tel que Hn est vraie. On a alors :

ln(an+1) = ln(an × a)

= ln(an) + ln a

= n ln a+ ln a d'après Hn

= (n+ 1) ln a.

On en déduit Hn+1, e qui termine la démonstration par réurrene. Ainsi Hn est

vraie pour tout n ∈ N.

• Supposons n < 0. Alors :

ln(an) = ln
( 1

a−n

)

= − ln(a−n) ar ln( 1
x
) = − lnx

= −(−n) ln a ar − n ∈ N

= n ln a.

On en déduit que Hn est vraie pour tout n ∈ Z.

Exerie 11 :

• Pour n ∈ N∗
, on onnaît le résultat.

• Supposons n < 0 et don −n > 0. On sait alors que u−n
est dérivable et que :

(u−n)′ = −nu−n−1 u′.

Comme :

un =
1

u−n

on en déduit que un
est dérivable et que :

(un)′ = −−nu−n−1 u′

u−2n
= nun−1 u′.

• Pour n = 0, la relation reste valable puisque un = u0
est alors la fontion onstante 1.

Exerie 12 :

Comme primitive de

u′

u
, on peut prendre ln |u|.

Exerie 13 :

La fontion f admet omme primitive F : x 7→ −1

4
cos4 x.

Exerie 14 :

1. Bien sûr que ette a�rmation est vraie !

Si deux nombres sont égaux, alors leurs arrés sont égaux.
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2. Cette a�rmation est évidemment fausse puisque, par exemple :

(−1)2 = 12 et pourtant − 1 6= 1.

En revanhe, on peut en déduire :

a = ±b.

puisque la relation a2 = b2 s'érit aussi :

0 = a2 − b2 = (a− b) (a+ b)

et qu'un produit de nombres réels est nul si , et seulement si, l'un d'eux est nuls.

Exerie 15 :

• Pour tout a ∈ R+, on a évidemment :

(√
a
)2

= a =
√
a2.

∗ La première égalité vient du fait que

√
a est, par dé�nition, un nombre dont le

arré vaut a.
∗ La seonde pare que a est un réel, ii supposé positif, dont le arré vaut a2.

• La première expression,

(√
a
)2
, n'est dé�nie que pour a ∈ R+, et :

∀a ∈ R+
(√

a
)2

= a.

La seonde,

√
a2, est dé�nie pour tout a ∈ R et :

∀a ∈ R
√
a2 = |a|.

Pour le justi�er, il su�t de distinguer les as a > 0 et a 6 0.

Remarque Cette dernière formule doit tenir du ré�exe ! Quand vous simpli�ez

√
a2,

ne jamais oublier la valeur absolue ; sauf, bien sûr, si le signe de a est évident.

Exerie 16 :

De l'égalité

√
a =

√
b, on déduit :

a =
(√

a
)2

=
(√

b
)2

= b.

Exerie 17 :

La dé�nition même de la raine et la notation

√
a entraînent que, pour un a donné, il y a

uniité de sa raine. Don, si a = b, alors
√
a =

√
b.

Exerie 18 :

Posons x =
√
a
√
b. On a alors :

x2 =
(√

a
√
b
)2

=
(√

a
)2(√

b
)2

= a b.

Comme

√
a > 0 et

√
b > 0, on a x > 0, e qui entraîne x =

√
a b et don :

√
a b =

√
a
√
b.
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Exerie 19 :

Le ontre-exemple :

a = b = 1

permet de véri�er que l'on n'a pas toujours

√
a+ b =

√
a+

√
b.

Exerie 20 :

Soit x0 ∈ I. Considérons le taux d'aroissement :

√

u(x)−
√

u(x0)

x− x0
·

Comme u est à valeurs dans R∗

+, on a :

√

u(x) +
√

u(x0) >
√

u(x0) > 0,

et e taux d'aroissement s'érit aussi :

(√

u(x)−
√

u(x0)
)(√

u(x) +
√

u(x0)
)

(x− x0)
(√

u(x) +
√

u(x0)
)

ou enore :

u(x)− u(x0)

x− x0

1
√

u(x) +
√

u(x0)
·

Étant donné

• que u est dérivable, on a :

lim
x→x0

u(x)− u(x0)

x− x0
= u′(x0) ;

• que u(x0) 6= 0, on a :

lim
x→x0

1
√

u(x) +
√

u(x0)
=

1

2
√

u(x0)
·

On en déduit que

√
u est dérivable en x0 et que :

(√
u
)
′

(x0) =
u′(x0)

2
√

u(x0)
·

Par suite, on a :

(√
u
)
′

=
u′

2
√
u
·

En prenant (pour l'instant) omme onvention :

1√
u
= u−

1

2

on voit que l'on a :

(√
u
)
′

=
(
u

1

2

)
′

=
1

2
u−

1

2 u′

e qui donne formellement la même règle de alul que pour les puissanes entières de u.
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Exerie 21 :

Étant donné que :

ln a = ln
((

a
1

2

)2
)

= 2 ln
(
a

1

2

)
,

on en déduit ln
(
a

1

2

)
= 1

2 ln a.

Exerie 22 :

Soit q ∈ N∗
. Considérons la fontion :

f : R+ −→ R+

x 7−→ xq

.

• f est ontinue et véri�e f(0) = 0 ainsi que lim
x→+∞

f(x) = +∞ ;

d'après le théorème des valeurs intermédiaires, son image ontient l'intervalle [0,+∞[ ;

don, pour tout a ∈ R+, l'équation f(x) = a possède au moins une solution.

• La fontion f est stritement roissante ar q > 1 ; par suite :

si x 6= y alors f(x) 6= f(y)

et don :

si f(x) = f(y) alors x = y,

e qui entraîne que l'équation f(x) = a possède au plus une solution.

On a don prouvé que, pour tout a ∈ R+, il existe un unique x ∈ R+ tel que xq = a, e qui

justi�e que l'on ait pu prendre la dé�nition donnée dans le premier point.

Remarque On aurait pu diretement établir le résultat préédent (existene et uniité) en

utilisant le � théorème de la bijetion � mais j'ai préféré déomposer en deux, existene puis

uniité, pour bien mettre en évidene e qui est utilisé pour justi�er haune des propriétés.

Il n'est jamais trop t�t pour ommener à être préis !

Exerie 23 :

Pour rendre ette dé�nition orrete, il faut véri�er que :

si

p

q
=

p′

q′
alors (ap)

1

q = (ap
′

)
1

q′ .

Considérons don des entiers p, q, p′ et q′ tels que
p

q
=

p′

q′
·

• Supposons

p

q
irrédutible. Alors il existe un entier k ∈ N∗

tel que :

p′ = k p et q′ = k q.

Posons :

x =
(
ap

′) 1

q′ =
(
akp

) 1

kq .

Par dé�nition de la puissane

1
kq
, on a alors :

xkq = akp
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et don (seonde règle de alul sur les puissanes entières) :

(
xq

)k
=

(
ap
)k
.

Comme la fontion x 7→ xk
est stritement roissante, on en déduit :

xq = ap

e qui, omme x > 0, entraîne :

x = (ap)
1

q .

• Dans le as général, onsidérons

p1
q1

une forme irrédutible de

p

q
et don aussi de

p′

q′
· .

D'après e qui préède, on a :

(ap)
1

q = (ap1)
1

q1 = (ap
′

)
1

q′

e qui prouve le résultat.

Exerie 24 :

• Soit q ∈ N∗
. Par dé�nition de a

1

q
, on a :

a =
(
a

1

q

)q
.

Comme q est entier, on en déduit que :

ln a = ln
((

a
1

q

)q
)

= q ln
(
a

1

q

)
.

En divisant par q 6= 0, on en déduit :

ln
(
a

1

q

)
=

1

q
ln a.

• Soit q ∈ N∗
et p ∈ Z. Comme p est un entier relatif, on a :

ln
(
a

p

q

)
= ln

((
a

1

q

)p
)

= p ln
(
a

1

q

)
.

En utilisant le résultat du premier point, on en déduit :

ln
(
a

p

q

)
=

p

q
ln a.

Exerie 25 :

• La fontion exponentielle ne prenant que des valeurs stritement positives, on a :

aα = exp(α ln a) > 0.

• Comme, pour tout x ∈ R, on a ln(expx) = x, on en déduit :

ln(aα) = ln
(
exp(α ln a)

)
= α ln a.
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Exerie 26 :

1. Première règle : ∀a ∈ R∗

+ ∀α ∈ R ∀β ∈ R aα × aβ = aα+β .

Soit a ∈ R∗

+, α ∈ R et β ∈ R. Alors :

• par dé�nition des puissanes réelles on a :

aα × aβ = eα ln a × eβ ln a ;

• la propriété fondamentale de la fontion exp nous donne :

eα ln a × eβ ln a = eα lna+β ln a ;

• par distributivité de la multipliation sur l'addition dans R, on obtient :

eα ln a+β lna = e(α+β) ln a ;

• en�n, par dé�nition de la puissane α+ β, on a :

e(α+β) ln a = aα+β ,

e qui termine la démonstration.

2. Deuxième règle : ∀a ∈ R∗

+ ∀α ∈ R ∀β ∈ R (aα)β = aαβ.

Soit a ∈ R∗

+, α ∈ R et β ∈ R. Alors :

• par dé�nition de la puissane β, on a :

(aα)β = eβ ln(aα) ;

• omme ln(aα) = α ln a, on en déduit :

eβ ln(aα) = eβ(α ln a) = e(βα) lna ;

• en�n, par dé�nition de la puissanes αβ, on a :

e(β α) ln a = aαβ

e qui termine la démonstration.

3. Troisième règle : ∀a ∈ R∗

+ ∀b ∈ R∗

+ ∀α ∈ R (a× b)α = aα × bα.

Soit a ∈ R∗

+, b ∈ R∗

+ et α ∈ R. Alors :

• par dé�nition des puissanes réelles on a :

(a× b)α = eα ln(a×b) ;

• on en déduit :

(a× b)α = eα(lna+ln b) = eα ln a+α ln b ;

et don :

(a× b)α = eα ln a × eα ln b ;

• en�n, par dé�nition des puissanes réelles on a :

(a× b)α = aα × bα

e qui termine la démonstration.
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Exerie 27 :

Pour tout x ∈ I, nous avons :

uα(x) =
(
u(x)

)α
= eα ln(u(x)).

Étant donné que u est dérivable, la fontion v : x 7→ α ln (u(x)) est dérivable et :

∀x ∈ I v′(x) = α
u′(x)

u(x)
;

on en déduit que uα : x 7→ ev(x) est dérivable et que, pour x ∈ I :

(
uα

)
′

(x) = ev(x) v′(x)

=
(
u(x)

)α
α
u′(x)

u(x)

= α
(
u(x)

)α−1
u′(x).

On peut aussi érire le résultat préédent sous la forme :

(
uα

)
′

= αuα−1 u′.

Exerie 28 :

Pour tout x ∈ R∗

+, on a :

f(x) = ex ln x.

D'après les théorèmes généraux, ette fontion est dérivable, et pour tout x ∈ R∗

+, on a :

f ′(x) = ex ln x(1 + lnx).

Exerie 29 :

La fontion f admet omme primitive F : x 7→ 2

5
(ln x)

5

2
.

Exerie 30 :

Dans R 'est la relation d'ordre (relation de omparaison, relation d'inégalité), qui nous a

permis de privilégier l'une de es raines, en hoisissant la raine positive. Comme, dans C, on

n'utilise pas habituellement de relation d'ordre, on ne peut pas utiliser ette méthode dans C.

Exerie 31 :

Le réel θ utilisé est e que l'on appelle un argument du omplexe a, et il est dé�ni modulo 2π ;
par suite, si quelqu'un prend θ omme argument de a, alors un autre peut prendre θ + 2 π.

Ainsi,

• le premier obtient

√
a =

√
r e

i θ
2
,

• alors que le seond obtient

√
a =

√
r ei

(
θ
2
+π

)

= −√
r e

i θ
2
.

Don,on n'obtient pas un unique omplexe

√
a alors que la notation

√
a l'exigerait.
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Exerie 32 :

Si a = −1, alors les deux raines de a, qui sont i et −i, ont toutes deux une partie réelle

positive ; dans un tel as, le ritère donné ne permet don pas de hoisir.

Remarque Rappelons que � positif � signi�e � supérieur ou égal à 0 �.

Exerie 33 :

1. Par dé�nition,

√
a est l'une des raines arrées de a.

Par suite, son arré est bien égal à a.

2. La relation

√
a2 = a n'est pas vraie pour tout a, puisque :

√

(−1)2 = 1.

3. Si la relation :

∀a ∈ C ∀b ∈ C
√
a b =

√
a×

√
b

était vraie, alors on aurait en partiulier :

∀a ∈ C
√
a2 =

(√
a
)2

= a,

e qui est faux d'après la question préédente.
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